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Introducere vii

Introducere

Notiunile cuprinse in mod obignuit sub titlul de matematici spe-
ciale formeaza un bagaj de cunostinte important in pregatirea unui
specialist in orice domeniu tehnic. Totodata, prin aparatul matem-
atic dezvoltat in cadrul lor, ele reprezinta capitole de interes de sine
statator pentru orice matematician.

In cartea de fata abordam doar o parte din acest volum de-
osebit de bogat de notiuni matematice. Pentru acestea am dat o
expunere succinta, limitata doar la primele notiuni de baza. Unele
dintre acestea 1si gasesc continuarea in cadrul problemelor propuse
la fiecare capitol.

Lucrarea se adreseaza studentilor facultatilor cu profil tehnic,
dar poate fi utilizata si de studentii facultatilor de matematica si
de profesorii de matematica in activitatea cu elevii interesati de
unele capitole suplimentare programei de matematica de liceu.

Codruta Chis



Capitolul 1

Ecuatii diferentiale

1.1 Introducere in ecuatii diferentiale

Fenomenele din natura si societate au adesea un pronuntat carac-
ter dinamic, ele fiind procese evolutive in timp conform unor legi
proprii. Exemple de asemenea fenomene pot fi evolutia unui grup
biologic sau social, precum si o reactie chimica.

Studiul unui asemenea proces evolutiv presupune urmarirea unui
numar de parametri care caracterizeaza procesul sau fenomenul re-
spectiv. In limbaj matematic, acest grup de parametri reprezinta
starea sistemului sau a procesului si formeaza un grup de functii
dependente de timp. De exemplu, starea unei populatii poate fi
descrisa prin numarul de indivizi din care este compusa. Starea
unei reactii chimice poate fi data, dupa caz, de temperatura sau
concentratia uneia sau mai multor substante care participa la reactie.

Starea sistemului apare relativ rar ca o functie explicita de timp,
ci, mult mai adesea, ca solutie a unei anumite ecuatii care descrie
o lege ce guverneaza fenomenul respectiv.

Modelarea matematica a unui fenomen dinamic revine la sta-
bilirea acestor ecuatii, care sunt in majoritatea cazurilor ecuatii
diferentiale.

Definitie 1.1.1. Se numeste ecuatie diferentiala de ordinul I
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o ecuatie de forma
F(x,y,y) =0, (1.1)

unde F' : D C R® — R este o functie, z € I = (a,b) C R
este variabila independenta, y = y(z) ese functia necunoscuta, iar
y' = 1/ (z) este derivata de ordinul I a functiei necunoscute.

Observatie 1.1.2. Relatia (1.1) se numeste forma generala (im-
plicita) a ecuatiei diferentiale.

Definitie 1.1.3. Daca ecuatia (1.1) se poate transcrie in forma

y = flz.y), (1.2)

atunci aceasta se numeste forma explicita(sau forma normald)
a ecuatiei diferentiale.

Definitie 1.1.4. Se numeste solutie(sau integrala) a ecuatiei
diferentiale (1.1) sau (1.2) o functie y = y(z), y : I € R — R,
derivabila pe I pentru care

F(z,y(z),y'(z)) =0, (V)z € I.

Definitie 1.1.5. Se numeste solutie generala( sau integrala
generala) a ecuatiei diferentiale (1.1) o familie de functii

{o(z; O)|C e R}
pentru care
F(z,¢(x;C),¢'(x;C)) =0, M)z eI, CeR.

Definitie 1.1.6. Se numeste solutie particulara a ecuatiei (1.1)
o functie y = ¢1(x) care se obtine din solutia generald dand o
valoare particulara constantei reale C'.

Definitie 1.1.7. O solutie a ecuatiei diferentiale, care nu se poate
obtine prin particularizarea constantei dintr-o solutie generala, se
numeste solutie singulara.
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Observatie 1.1.8. A rezolva sau a integra o ecuatie diferentiala
inseamna determinarea tuturor functiilor y = y(x) care verifica,
pentru z dintr-o anumita multime o relatie de forma (1.1).

Definitie 1.1.9. Graficul unei solutii y = y(z) a ecuatiei se numesgte
curba integrala a ecuatiei date.

Definitie 1.1.10. Prin problema Cauchy atasata unei ecuatii
(1.1) se intelege problema determinarii acelo solutii ale ecuatiei care
verifica o egalitate de forma

y(xo) = Yo, (1.3)

unde zg € [, iar yp € R sunt fixate. Relatia (1.3) se numeste
conditie initiala.

Observatie 1.1.11. O problema Cauchy consta deci dintr-o ecuatie
diferentiala si o conditie initiala:

y(ﬂfo) =Y

Teorema 1.1.12. Fie ecuatia diferentiala y' = f(z,y), in care
f:DCRXxR—R, (z9,40) € D. Daca f satisface conditiile

(i) f este continud pe D;

(ii) f admite derivata partiala g—i continud pe D,

atunci existd un interval (xo—h, zo+h) $i o functie unicda y = y(x)
definita pe acest interval, care sa fie solutie a problemei Cauchy.

Observatie 1.1.13. Din punct de vedere geometric, rezolvarea
problemei Cauchy revine la determinarea unei curbe integrale a
ecuatiei care sa treaca prin (xg, yo)-

Observatie 1.1.14. Daca y = ¢(x;C) este o solutie generala a
ecuatiei diferentiale, atunci problema Cauchy se poate rezolva daca
exista C' € R cu proprietatea ca yo = ¢(xo; C).
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1.2 Ecuatii diferentiale de ordinul I

Primele ecuatii diferentiale de ordinul I au fost rezolvate in secolul
XVII, odata cu aparitia calcului integral:

v =f(x) ,zel, (1.5)

unde f : I € R — R este o functie continua. Solutia acestei
ecuatii este

mm=m+/ﬁww.

1.2.1 Ecuatii cu variabile separabile

Definitie 1.2.1. Se numeste ecuatie cu variabile separabile o
ecuatie de forma

y = f(x) gly), (1.6)

unde f: (a,b) — Rsi g : (¢,d) — R sunt functii continue, iar g
nu se anuleaza in nici un punct din intervalul (¢, d)(a, b, ¢, d, € R).

Observatie 1.2.2. Functia g fiind continua si nenula, pastreaza
semn constant pe intervalul (c,d). Fara a restrange generalitatea,
putem presupune ca g > 0 pe (¢, d)(in caz contrar, inlocuim f §i g
cu — f, respectiv —g). Fie y = y(z), y : (a,b) — (¢, d), o solutie a
ecuatiei (1.6). Atunci putem ”separa variabilele”:

V= @) g = L), ee @b,

Deoarece f este continua, f si fie F': (a,b) — R o primitiva a sa.
De asemenea, fie G : (¢,d — R o primitiva a functiei é. Rezulta

ca G' = %, Goy: (a,b) — R este derivabila si

(Goy)'(x) = G'(y(x))-y'(x) = Y(x) = f(z)  (V)z€(ab),
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astfel ca (G oy)’ = f. Dar atunci (G oy)’ = F’, astfel ca exista o
constanta reala C' € R cu proprietatea ca G oy = F' 4+ C. Rezulta
ca
y(x) =G Y F(x)+C), ¥z €IC(a,b). (1.7)

Reciproc, fie y = y(x) de forma (1.7). Atunci

y'(z) = (GHF(z)+C)) = (GT)(F(x) + C) - (F(z) + C) =

= A F(2) = (

G'(GTL(F(z)+C))

= f(z)-g(y(x)),

astfel ca y = y(x) este solutie a ecuatiei (1.6). Am demonstrat
astfel urmatoarea

_ _ @ _
oo (@)= D) —

Propozitie 1.2.3. Fie f : (a,b) — R si g : (¢,d) — R doud
functii continue cu g # 0 pe (¢,d). Atunci ecuatia cu variabile
separabile

are solutia generald
y=y(x), ylo)=G"(Fx)+C), (V)z€IC (ab),

unde F : (a,b) — R este o primitiva a functiei f, G : (¢,d) — R
este o primitivd a functier é, tar C' € R este o constantd reald.

Observatie 1.2.4. Cand avem de rezolvat o ecuatie diferentiala cu
variabile separabile, de forma y' = f(x) - g(y), procedam astfel:

x abileler Y@ _
1) separam variabilele: “=os = f(x).

2) integram si obtinem fgd—z’) = [ f(z) dz, egalitate care este
echivalenta cu Goy =F +C, C € R.
3) Scriem solutia generala

y(r) =G YF(z)+C), C €R.

lema Cauchy

y = f(z) g(y)
3/(350) = Yo
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solutia se obtine considerand in solutia generala C' = G(yo) — F'(zo),
sau, echivalent rezolvand in raport cu y = y(x) ecuatia

/ i o / J(s) ds. (1.8)

Exemplu 1.2.5. S& considerdam ecuatia 3’ = 2x - (1 + 3?). Pentru
a o rezolva, separam in primul rand variabilele:

/

Y

1+ = 2.

Prin integrare, avem ca

d
/ i :/2xdac,
1+y?

de unde, tinand cont de

d
/1+yy2 =arctg(y) +C s /2x dv =2*+C,

obtinem ca
arctg(y(x)) =2 +C ,cuC €R.
Solutia generala a ecuatiei date este atunci
y(x) =tg(z*+C) ,CeR.
Exemplu 1.2.6. Sa consideram problema Cauchy

{ros

Determinam solutia generala a ecuatiei diferentiale din cadrul sis-
temului:

y’zZz-y(z)%zZm:f%:fodx:)

—=n(y))=22+C,CeR<=y==+e"1° C R
= y==2eC .’ CeR<=y(x) =K e, K = +e € R*.
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Pentru a rezolva problema Cauchy, determinam constanta nenula
K astfel incat sa fie verificata conditia initiala y(1) = 2:

2
Y1) =24 =K " =2 K- e=2+= K=",
(&

Obtinem astfel solutia

2
y(z) == =271
e

Observatie 1.2.7. Am fi putut rezolva problema Cauchy si direct,
fara sa mai scriem solutia generala a ecuatiei diferentiale, folosind
egalitatea integralelor definite:

f2y(x) &= [F2sds < In(y(z)) — In(2) = 2 — 1? <=
= In(y(x)) = n(2) + 22 — 1 <= y(z) = DT~ —
— y(x) = 9e8° 1

1.2.2 Ecuatii diferentiale omogene

Definitie 1.2.8. O ecuatie diferentiala de ordinul intai se numeste
ecuatie diferentiala omogena daca poate fi adusa la forma

y=r(%). (1.9)

X

Observatie 1.2.9. Pentru a rezolva ecuatia se considera functia
auxiliara

z(z) = M (1.10)
Din relatia de mai sus obtinem succesiv:
y(x) =z 2(x) = y'(z) = z(x) + x - 2'(x).

Inlocuind in relatia (1.9), tindnd cont de (1.10), obtinem atunci
ecuatia z(z) + x - 2’'(x) = f(z(x)), sau, echivalent,
/ f<z> -z (111)

=,
i
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care este o ecuatie cu variabile separabile. Rezolvand aceasta ecuatie
se gasesc solutiile z = z(x), care ne permit, cu ajutorul relatiei
(1.10) sa scriem solutiile ecuatiei omogene (1.9):

y=ylx) =z-z(z).
Exemplu 1.2.10. S& consideram ecuatia
2xyy’ = 1 + 3y
Impartind ecuatia prin z2 se obtine

2l 43 s o8y — 14 3(2)
;L 1+3(£)2

care reprezintd o ecuatie diferentiala omogena. Cu notatia z(z) =
y(z) obtinem ecuatia cu variabile separabile

| <1—|—322 )
Z = —z .
T 2z

Pentru rezolvarea acesteia scriem succesiv:

2z =le [2Zd=[ldr =
< In(l+2*) =In(jz])+C,C € R <=
= 1422 =B+ C e R =
= 22=42.e“ -1, CeR <=

= 2=4+VK -1, K = +e® € R*.
Putem scrie atunci solutia ecuatiei initiale:
ylr)=+vVK -z -1 ,KcR".
Daca in plus am avea si o conditie initiala, ca de exemplu y(1) = 2,
determinam constanta K incat sa fie verificata aceasta conditie:

+1- VK 1-1=2=—VK—-1=2<=K-—-1=4<+—=

<— K =5.

Solutia problemei Cauchy este atunci

y(x) =xvbr —1.
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1.2.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul I

Definitie 1.2.11. O ecuatie diferentiala de forma

v+ Px)-y=Qx), (1.12)

in care P,() : I C R — R sunt doua functii continue, se numeste
ecuatie diferentiala liniara de ordinul 1.

Observatie 1.2.12. Denumirea provine de la faptul ca atat functia
necunoscuta y, cat si derivata sa ¢’ apar numai la puterea intai.

Observatie 1.2.13. Daca Q(x) = 0, ecuatia se numeste ecuatie
liniara omogena de ordinul I, in caz contrar ea numindu-se
ecuatie liniara neomogena de ordinul I.

Pentru rezolvarea ecuatiei (1.12) vom folosi metoda variatiei con-
stantelor:

1) Vom determina solutia generala y = ¢(z; C) a ecuatiei omogene
Yy + P(z) -y =0, dupa care

2) Vom inlocui constanta C' cu o functie C(x), pe care o vom deter-
mina in asa fel incat functia y = ¢(x; C'(x)) sa fie solutie a ecuatiei
neomogene 3 + P(x) -y = Q(x).

Fie deci ecuatia omogena
v+ Plx)-y=0.

Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile, pentru care putem
scrie succesiv:
y’:—P(:p)-y:)%:—P(x):>f‘2—y:—fP(x)dw:>
= In(ly]) =— [Px)dz+C, C € R <=
— y(zr) =+l e /PO & O cR =
= ylr) =K e JP@d K — 400 c R

Pentru ecuatia neomogena cautam o solutie de forma

y(a) = K(x) - eI P00,



10 Capitole de Matematici Speciale

prin ”varierea constantei” K. Pentru functia y de mai sus avem
y'(2) = K'(z)- e PO 4 K(z) . e PO & (—P(x)).
Inlocuind in ecuatia (1.12) obtinem

K'(z) e JP@de L [((3). e~ [ P@do . (_P(z))+
K(x)- e JP@d . p(y) = Q(x) =

— K'(z) = Q) - e/ P@ dv —

— K(v) = [Q(2) - e/ P@ gy + K\, K, €R.

Obtinem atunci solutia generala a ecuatiei (1.12):

y(:p) — (/Q(x) . efP(CE) dzdl’ + Kl) . e_fp($) dm) Kl c R
Exemplu 1.2.14. Sa consideram problema Cauchy

{ Y +2ay =
y(0) = 5
Ecuatia diferentiala din cadrul problemei este una liniara de ordinul
I, cu P(z) = 2x si Q(x) = x3. Solutia sa generala va fi de forma

LES

Avem

/2xdm=x2+c



Ecuatii diferentiale 11

Determinam acum constanta K € R, astfel incat sa fie verificata

conditia initiala y(0) = <5
1 e—1 e
- (-D)+ K- =" = K==
PR = 2
si solutia problemei Cauchy este
1 1
y@) = 5@~ +5 a7 =5 (P =14+

1.2.4 Ecuatii diferentiale de tip Bernoulli
Definitie 1.2.15. O ecuatie diferentiala de forma

y' + P(x) -y = Q(x) - y~, (1.13)

in care P,Q : I € R — R sunt doua functii continue, cu @
neidentic nula, iar o € R\ {0, 1}, se numeste ecuatie diferentiala
de tip Bernoulli.

Observatie 1.2.16. Valorile exceptate ale exponentului « core-
spund unor ecuatii liniare de ordinul I(omogena pentru a = 1,
respectiv neomogena pentru o = 0).

Pentru rezolvarea ecuatiei (1.13), impartim ecuatia prin y®, obtinand
vyt Pla) y T = Qa),
sau, echivalent,
I—a)y y "+ (1-a)P() y " =(1-a)Qz),

Considerm functia auxiliard z(z) = y(z)'~®, pentru care avem ca
2/ = (1 —a)y'y~®. Inlocuind in relatia de mai sus, avem ca

d+(1-a)P(x) 2= (1-0a)Qz),
care este o ecuatie liniara de ordinul I in raport cu functia ne-
cunoscutd z = z(z). Rezolvand aceasta ecuatie, din solutia sa

z = z(x) putem obtine o solutie y = y(z) = z(m)ﬁ a ecuatiei de
tip Bernoulli initiale.
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Exemplu 1.2.17. Sa consideram ecuatia diferentiala

Y+ ey =2y

Aceasta este o ecuatie de tip Bernoulli, in care P(z) = 4z, Q(z) =
x, iar @ = 5. Pentru z = z(z) = y(z)'~* = \/y(z) obtinem atunci
ecuatia liniara

x
/ 2 E—
Z + 2xz 5

a carei solutie generala are forma

A7) = (/g-e“wdm[() e/ KR,

Obtinem

y(@) = ((2) 77 = (2(2))* = (3 LK. ) KeR.

Propozitie 1.2.18. Dacd y, este o solutie particulara nenuld a
ecuatiei Bernoulli (1.13), atunci prin schimbarea de functie z = y%’

functia necunoscutd z verifica o ecuatie cu variabile separabile

Demonstratie. Pentru functia z avem ca

r_ Yyi—yyl _ (Qut—Py)yi—y(Quf—Py1) __
— . — - —
Y1 Y1

= QuiE (% -1) = Qualen - ).

z
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1.2.5 Ecuatii diferentiale de tip Riccati
Definitie 1.2.19. O ecuatie diferentiala de forma

y = Px)-y*+Qx) y+ R(z), (1.14)

in care P,Q, R : I C R — R sunt doua functii continue, cu P, R
neidentic nule, se numeste ecuatie diferentiala de tip Riccati.

Observatie 1.2.20. Daca a,b,c,d : I C R — R sunt functii
derivabile, schimbarea de functie z = % transforma o ecuatie
diferentiala de tip Riccati de asemenea Intr-o ecuatie Riccati.
Propozitie 1.2.21. Dacd vy, este o solutie particulara a ecuatier
Riccati (1.14), atunci prin schimbarea de functie z = y—1y1, functia
necunoscuta z verificd o ecuatie de tip Bernoulli.

Demonstratie. Scizand relatiile (1.14) si 3} = Py} + Qui + R,
obtinem ca

(y =) = P)(y* —yi) + Q) (y — y1) <
= 2 =P(x)z2(2+2y1) + Q(2)z <=
< 2 = P(2)2* + 2y P(z) + Q(x))z,

astfel ca functia necunoscuta z verifica o ecuatie diferentiala de tip
Bernoulli. O

Corolar 1.2.22. Daca y, este o solutie particulard a ecuatiei Ric-
cati (1.14), atunci prin schimbarea de functie = = ——, functia

. . . SR
necunoscuta z verificd o ecuatie diferentiald liniarad.

Exemplu 1.2.23. Ecuatia diferentiala de tip Riccati

, sin(x)
"= —sin(x) - y?
y () -y + 2 @
are iIn mod evident solutia particulara ¢, = Kl(m) Cu schimbarea de
functie z = —2®)_ ghtinem atunci ca z verifica ecuatia diferentiala
yeos(x)—1
liniara )
sin(x
2 =2 ( )z—i-sin(x),

cos(x)
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care are solutia generala

~ 3C — cos®(x)

3cos?(x)

(C eR).

Solutia generala a ecuatiei Riccati este atunci

1 3cos?(x)
v= cos(x) * 3C — cos3(z) (CER).

Corolar 1.2.24. Daca y, $i yo sunt doud solutii particulare ale
ecuatiei Riccati (1.14), atunci prin schimbarea de functie z = Z:—y;,

functia necunoscutd z verificd o ecuatie diferentiald cu variabile
separabile.

Observatie 1.2.25. Ecuatia cu variabile separabile verificata de
functia z este

2= P(x)(yi(x) — ya(2))2.

Exemplu 1.2.26. Cautand pentru ecuatia de tip Riccati
2%y + (zy —2)* =0

solutii particulare de forma y = 2, cu a € R, se gasesc cu usurinta
1(z) = L 5iyo(z) = 2. Functia z = Y% verifica atunci ecuatia cu
z 3 z " Py, Y
variabile separabile

Z=—z,
x

a carei solutie generala este z = Cz’. Cum y = 2= pentru
ecuatia Riccati initiala obtinem atunci solutia generala

_ 4Cx% — 1

y Czt—z

Observatie 1.2.27. Solutia generald a unei ecuatii Riccati are

forma
_ C-a(x) + b(x)

C-c(z) +d(z)

Y (C eR).
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Propozitie 1.2.28. Daca y1, Yo, Y3, Ya Sunt patru solulii ale ecuatier
Riccati, exista k € R astfel incat

91—3/3,92—93:k
Y — Y4+ Y2 —Ya

Ci-a(z)+b(x)
Ci-c(z)+d(z)’

Demonstratie. Daca y; = i = 1,4, sunt patru solutii

ale ecuatiei Riccati, atunci
179 Y2—Ys C, —Cs . Cy — Cs
Yi—vya Ya—ys Cr1=Cy Cr—Cy

]

Corolar 1.2.29. Dacad vy, y2 st y3 sunt trei solutii particulare ale
ecuatier Ricatti, solutia generala este data de

y—y1:y3—?/1 iy (C’GR).
Y—Y2 Y3 — Y2

Exemplu 1.2.30. Dcaa pentru ecuatia Riccati
(1—2*)y =y — 2%y — 20

cautam solutii polinomiale sau functii putere, gasim solutiile par-
ticulare y1 () = z+1, ya(z) = —2? si y3(z) = —1. Solutia generala
a ecuatiei se obtine atunci din egalitatea

y—y1:y3—y120 (CER).
Y—Y2 Y3 —Y2

Rezulta ca
(x4 1) (23— 1) = C2*(1 + = + 2?)
22 —14+C(1+x+a?)

y = (C eR).

Observatie 1.2.31. Orice ecuatie Riccati poate fi adusa, efectuand
substitutii de forma y(z) = u(z) - z(z) si z(z) = v(x) + w(zx), la una
din formele

w =w®+ Ry(r) sau w' = —w®+ R(z).
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1.2.6 Ecuatii diferentiale de tip Clairaut si La-
grange

Definitie 1.2.32. O ecuatie diferentiala de forma

y=uzy +Q), (1.15)

in care Q : I C R — R este o functie derivabila, se numeste
ecuatie diferentiala de tip Clairaut.

Observatie 1.2.33. Ecuatia Clairaut (1.15) are solutia generala
data de
y=Czr+Q(C) (CeR),

si o solutie singulara exprimata parametric

r=—Q'(p)
{yz—ﬂﬂm+Q@) peR).

Exemplu 1.2.34. Fie ecuatia Clairaut
, 1
y=xy + ﬁ .

1

2z, (C € R), iar cea singulara

Solutia sa generala este y = zC' +
este data parametric de

{,-

Eliminand parametrul p, obtinem 41° = 2722,

(peR).

Y W[

Definitie 1.2.35. O ecuatie diferentiala de forma

y=xP(y)+Q), (1.16)

in care P,QQ : I € R — R sunt functii derivabile, se numeste
ecuatie diferentiala de tip Lagrange.
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Observatie 1.2.36. Rezolvarea ecuatiei Lagrange (1.16) se face
notand ¢y = p si derivand egalitatea y(z) = zP(p(x)) + Q(p(x)).
Considerand variabila z ca functie de p, pe intervale pentru care
P(p) # p, se obtine atunci o ecuatie diferentiala liniara

oy - P'p) Q')
= TR T R

Pentru aceasta ecuatie liniara se obtine atunci o solutie de forma
x = xz(p,C), p,C € R, iar solutia generala a ecuatiei Lagrange se
obtine in forma parametrica

x = 2z(p,C)
{ y=x(p,C)P(p) + Q(p) (p,C €R).

Pe langa aceste solutii, ecuatia Lagrange mai admite si solutiile

z(p) +

y=zP(p:) +Q(pi),
unde p; sunt solutiile ecuatiei P(p) = p.

Exemplu 1.2.37. Fie ecuatia de tip Lagrange
y=2zy —y*.
Notand y' = p si derivand ecuatia obtinuta, avem ca z = z(p)
verifica ecuatia diferentiala liniara
, 2

r=-x—2.
p

Obtinem ca x = %p + 1% si solutia generala in forma parametrica a
ecuatiei Lagrange date este
2 c
r=:p+ 3
3, P C €R).

Pe langa acestea, ecuatia Lagrange mai admite si solutia y = 0.
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1.3 Ecuatii diferentiale de ordin supe-
rior
1.3.1 Ecuatii diferentiale liniare de ordin n

Ecuatii cu coeficienti variabili

Definitie 1.3.1. Fie ag,ay,...,a, : I € R — R functii continue
pe intervalul /. Ecuatia diferentiala

an(2)y™ + i (2)y™ TV + . ay(2)y +ag(z)y =0 (1.17)

se numeste ecuatie diferentiala liniara omogena de ordinul n
cu coeficienti variabili.

Observatie 1.3.2. Daca a,(z) # 0 pe intervalul I, ecuatia (1.17)
se poate scrie sub forma

y(”) + bn_l(x)y(n_l) + ...+ bl(x)y' + bo(ﬂf)y =0,

unde b;(z) = sn((fc)), 1=1,n.

Definitie 1.3.3. Daca y1,v2,...,yn € C*(I) sunt functii de clasa
C"(i.e., de n ori derivabile, cu derivatele de ordin n continue) pe
intervalul 7, determinantul

hoomo
Wy ) =|
NI SR o
se numegte wronskianul sistemului de functii vy, vs, ..., Y.

Definitie 1.3.4. Spunem ca functiile y1, yo, . . ., y, € C*(I) formeaza
un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiala
(1.17) daca y1, 2, - - - , Y, sunt solutii ale ecuatiei i wronskianul lor

satisface conditia W (y1, vz, ..., yn) # 0.
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Teorema 1.3.5. Orice ecuatie diferentiala liniarda omogend de or-
dinul n admite un sistem fundamental de solutii.

Teorema 1.3.6. Dacd y1,%Ya,-..,Yyn € C*"(I) formeazd un sistem
fundamental de solutii al unei ecuatii liniare omogene (1.17) de
ordin n, solutia generald a ecuatiei (1.17) este

y=Cin+Cop+ ...+ Chyn (C1,Chy...,Cp €R).
Exemplu 1.3.7. Pentru ecuatia diferentiala
xy’" _y// . xy’+y -0

se verifica imediat ca y;(x) = x, yo(z) = €* si y3(z) = e~* formeaza
un sistem fundamental de solutii. Solutia generala a ecuatiei este
prin urmare

Yy = CLx + Cgex + 036796 .

Teorema 1.3.8. Dacd xg € I este un punct fizat, iar n numere
reale Yo, Yp, - - - ,y((]n_l) € R sunt fizate, ecuatia (1.17) admite o unica

solutie y care sd verifice conditiile initiale y(xo) = yo, ¥'(z0) = yj,
., y(nfl)(xo) _ y(()n—l)‘

Propozitie 1.3.9. Dacad y1,y2, - .., yn € C"(I) sunt functii de clasd
C" pe intervalul I cu proprietatea ca W (y1,y2, ..., yn) # 0, atunci
existda o ecuatie diferentiald liniard omogend avand sistemul funda-
mental de solutii (y1,Ys,--.,Yn), datd de

W(y7y17y27"'7yn) :0

Demonstratie. Evident W (y,y1,v2,...,y,) = 0 este o ecuatie
diferentiala liniara omogena de ordin n, care este verificata de
fiecare dintre functiile v;, i = 1,n. In plus, cum wronskianul aces-
tor functii este W(y1,y2,...,yn) # 0, ele formeaza un sistem fun-
damental de solutii. O
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Exemplu 1.3.10. Fie y1,vy2,y3 : R — R trei functii date de

y1(x) = x, yo(x) = 23, respectiv y3(x) = e®. Wronskianul acestora

este

r x> e
Wy, y2,y3) = | 1 32% e* | =2ze”(2® — 3z +3)
0 6z €

este nenul pentru x € (—o0,0)U (0, 00). Ecuatia diferentiala liniara
omogena de ordinul 3, pentru care 1, yo, y3 reprezinta pe un interval
I C R* un sistem fundamental de solutii, este

Wy, y1, y2,y3) = 0 <=
> z(2? — 3z + 3)y" — (z* — 32 + 3)y"+
+3z(z — 1)y —3(x — 1)y =0.

Definitie 1.3.11. Fie ag,ay,...,a,, f : I € R — R functii con-
tinue pe intervalul I. Ecuatia diferentiala

an(2)y™ + a1 (2)y™ TV + 4 ay(2)y + ao(z)y = f(x) (1.18)

se numeste ecuatie diferentiala liniara neomogena de ordinul
n cu coeficienti variabili.

Observatie 1.3.12. Notand cu T : C"(I) — C°(I) operatorul dat
de

T(y) = an(2)y™ + ana(2)y™ Y + ...+ ar(@)y + ao(2)y,
ecuatia (1.18) se poate scrie sub forma T'(y) = f.

Propozitie 1.3.13. Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene
de ordin n se obtine ca sumda intre o solufie particulard y, a ecuaties
neomogene T'(y) = [ si solutia generald § a ecuatiei omogene aso-
ciate T'(y) = 0:

Y=y +ty.

Demonstratie. Intr-adevar, daca T(y) = f = T(y,), atunci

T(y—y,) =T(y) —T(y,) =0.
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Corolar 1.3.14. Dacad y1, o, . . ., Y, este un sistem fundamental de
solutii al ecuatiei omogene T'(y) = 0, iary, este o solutie particulard
a ecuatiei neomogene T(y) = f, atunci solutia generald a ecuatiei
neomogene T'(y) = [ este

y() = yp(z) + Cry1(x) + Coya() + ... + Cryn()
(Cl,CQ,...,On ER)

Propozitie 1.3.15. Daca f, f1, fo, .-, fm € C™*(I) verifica egali-
tatea f = fi + fo+ ...+ fim, tar yp sunt solutii particulare ale
ecuatiilor T'(y) = fi, i = 1,m, atunci

yp:yp1+yp2+...+ypm
este o solutie particulard a ecuatiei T(y) = f.

Demonstratie. Daca T'(y,;) = fi, i = 1, m, atunci

T(ypl +yp2+---+ypm) :T(ypl)+T(yp2) +"'+T(ypm) =
=h+fot. ..+ fu=1[.

]

Observatie 1.3.16. Daca y1, 9s, . . . , ¥, este un sistem fundamental
de solutii al ecuatiei omogene T'(y) = 0, o metoda de determinare
a unei solutii a ecuatiei neomogene T(y) = f este cea a ”varierii
constantelor - se cauta pentru ecuatie neomogena solutii de forma

y(r) = Cr(@)yi(2) + Ca(2)ya(2) + ... + Cul@)yn(2)

functiile C1, Cy, ..., C,, determinandu-se din sistemul de ecuatii

Clyr + Céyz +.. 4+ C’yn = 0
C1y1 2y2 C/
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Exemplu 1.3.17. Fie ecuatia diferentiala

(z—=1)y" —ay +y=(z—1)%*,

Ecuatia omogena asociata
(x—1)y" —ay +y=0

are In mod evident solutiile y;(x) = x si yo(z) = €”, pentru care

xT

W(y1,y2) = =ef(r—1).

xT

x
1

e
e
Y1 §i yo formeaza un sistem fundamental de solutii al ecuatiei omo-

gene pe orice interval I C R*. Cautam in continuare o solutie
particulara a ecuatiei omogene de forma

y(x) = Ci(z)x 4+ Co(z)e”,

unde C', Cy verifica sistemul de ecuatii
Clx+ Che™ =0
C! + Chev = Z=2e

z—1
Obtinem
’ 0 e’
x —1)%* e —(x — 1)2e%
01: ( ) — ('r ) € :_<x_1)€2x’
W(y1,y2) e”(x —1)
respectiv
x 0
1 r—1 262;t -1 2 2z
Cy = ( ) :as(a: Se =z(x —1)e”.
W (y1,2) ef(x —1)

Atunci Cy(z) = (3 — 2z)e* §i Cy(z) = (2? — 3z + 3)e”, astfel ca o
solutie particulara a ecuatiei neomogene date este

1 1
yp(x) = Zx(?) —27)e* + (2% — 3z + 3)e** = 1(2I2 — 9z + 12)e*”
iar solutia generala

1
y(a:) = 1(21‘2 —9x + 12)6% + c1x + coe” .
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Ecuatii liniare cu coeficienti constanti

Definitie 1.3.18. Fie ag,aq,...,a, € R date, cu a, # 0. Ecuatia
diferentiala

4y ™ + an 1y @y +agy =0 (1.19)

se numeste ecuatie diferentiala liniara omogena de ordinul n
cu coeficienti constanti.

Observatie 1.3.19. Evident, impartind prin a,, ecuatia (1.19)
poate fi rescrisa in forma

Y™ b,y Y by ey =0,
unde b; = 7%, @ =0,n—1.
Definitie 1.3.20. Ecuatia algebrica
P by 4+ bir+ by =0,

unde b; = =, i = 0,n — 1, se numeste ecuatia caracteristica
n
asociata ecuatiei liniare cu coeficienti constanti (1.19).

Teorema 1.3.21. Fie ry,...,r, € R radacinile reale, respectiv

Thet = a1+ 010, Ty = ap + 0, g = ar — byt o Ty =

aj—bi € C\R, cua; € R, b; € R, radacinile compleze nereale ale

ecuatiel caracteristice asociate ecuatier liniare cu coeficienti constanti
(1.19), cu multiplicitatile corespunzatoare my, ..., My, Mpy =

Mpriil, -5 Mpry = Mgaro. Un sistem fundamental de solutii al

ecuatiei (1.19) este atunci dat de functiile:

erlx’ fL’GTl‘T, ) ’Imqflerlz’

e peRT L gk TR

e%cos(byx), re®cos(bix), . .., a1 LM% eos(by 1),
e sin(byx), xe®*sin(byx), . .., "1 e sin(byx),
e“cos(byx), re" cos(bx), . .., a1 e% cos (b)),

e“sin(byz), re®@sin(bx), . ..,z e sin(bx) .
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Exemplu 1.3.22. Fie ecuatia liniara cu coeficienti constanti
Y’ — 11y™ + 50y — 94y" + 13y + 169y = 0.
Ecuatia caracteristica asociata
r® — 11r* 4+ 50r° — 94r* 4+ 13r + 169

are radacinile ry = —1,79 = r3 = 3+ 2i,r4 = r5 = 3 — 2i. Solutia
generala a ecuatiei liniare omogene date este atunci

y(x) = cre™® + ((ca + cs)cos(2x) + (¢4 + csx)sin(2x))e>™ .

Definitie 1.3.23. Fie ag,aq,...,a, € R numere reale date, cu
a, #0si f: I CR — R o functie continua. Ecuatia diferentialé

n(az+0)"y " a, 1 (az+b)" Ly V4 dray (ax+D)y +aoy = f(x)

(1.20)
se numeste ecuatie diferentiala liniara de ordinul n de tip
Euler.

Observatie 1.3.24. Daca _Tb ¢ I, efectuand schimbarea de vari-
abila

t =In(lax+b|),
ecuatia de tip Euler devine o ecuatie cu coeficienti constanti in
raport cu variabila ¢.

Exemplu 1.3.25. Fie ecuatia
vy — 2%y — 3xy = —16In(x).

Ecuatia devine o ecuatie de tip Euler daca impartim prin variabila
pozitva x:

l
22y —xy — 3y = —16M .
x

Efectuam schimbarea de variabila ¢ = In(z). Functia z : R — R
definita prin z(t) = y(z(t)) = y(e') verifica atunci egalitatile

Z’(t) — €tyl(€t), Z”(Zf) — ety/<€t) 4 €2tyll(€t),
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astfel ca

Ecuatia Euler se scrie atunci

t
2(t) — 22'(t) — 32(t) = —165 :
sau, echivalent
2 —27 — 3z = —16te”".
Radacinile ecuatiei caracteristice r? — 2r —3 = 0 sunt r; = —1 si

ro = 3. Solutia generala a ecuatiei omogene asociate este zZ(t) =
cie”! + cpe®. Folosind metoda variatiei constantelor obtinem si o
solutie particulara a ecuatiei neomogene:

z,(t) = (2% + t)e "

Solutia generala a ecuatiei neomogene cu coeficienti constanti este
atunci

2(t) = (2t2 + t)e_t + cret + cpe (c1,02 €R).
Ecuatia initiala de tip Euler are atunci solutia

2In? l
_ n*(x) + n(x)+%+02x3 (c1,c0 € R).

y() .
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1.4 Probleme propuse

Problema 1.1. S& se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale cu
variabile separabile:

Problema 1.2. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale omo-
gene:

a) (x - Sy)dx = (y — 3x)dy.

b) (y*> — )y’ + 2xy = 0.

c) (y° —-2my)dx'—($ — 2zy)dy.

)23:33/ Bxy y3 = 0.

e) 2%y = y* — 2zy + 222

f) 2y(y' +2) = 2y

g) 3z + 4y + 2zy’ = 0.

Problema 1.3. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale re-
ductibile la ecuatii omogene:
a) 2(x — 2y + 1)dx + (5z — 4y — 4)dy = 0.
b) (y — 2z + 1)dxz + xdy = 0.
¢) (z+y+1l)de+ 2z + 2y — 1)dy = 0.
d) (x+2y —5)dr + (22 + 4y + 1)dy = 0.
Problema 1.4. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale liniare:
)y—y—e
b) y+xy =2z — 1.
o) 1+a%)y —ay=1.
d) y + 2zy’ = 52% + 1.
e) (x+ 1)y —y=2.
f) 3z + 4y + 2xy' = 0.

Problema 1.5. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale de
tip Bernoulli:
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0.
_>

d) 3y*y Sm( )—y cos(
e) zy' — 2y = 22%\/y.

Problema 1.6. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale de
tip Riccati:

a) y/(z? — 1) = y? — 1, stiind ca admite solutia y; = .

b) i/ (z? — 1) = y* — 1, stiind c& admite solutia y; = 1.

c) 2%y = y* — 2xy + 222, stiind cd admite ca solutie particulard un
polinom de gradul intai.

Problema 1.7. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale de
tip Lagrange:

)yy+xy”+1=0

b)y—x=1y?—3y.
— xy’2 + y/Q

= (1 +y) +y*
Y+ xy =2r — 1

o
S~—
QQQ@

3x+4y+2xy —0

Problema 1.8. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale de
tip Clairaut:

a)y =y +

b) y =y +y +y*

o) (z+ 1)y —y=2

d) y =y —a/1+y2.

e)y=uxy —2/1+y?

Problema 1.9. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale liniare
omogene de ordin superior:

a) 2y” + 3y — 5y = 0.

b) 4" + 4y’ +y = 0.

)y +y +2y=0.

d) 9y" + 4y = 0.
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Problema 1.10. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale liniare
neomogene de ordin superior:

a) iy’ — 9y + 20y = €.

b) y" — 4y’ + 13y = cos(3x).

C) y// + 2y/ +y= Tr2e.

d) y" + 4y = e“cos(2x).

) y// —y = Te” +€2x'

)y 4+ 6y + 9y = 1+ 2e® — 4e73% + 2cos(x).
y" + 9y = 2cos(3x) + Hsin(3x).

Y’ + 2y +y = 3e* — 2e + cos(x).

k) v’ —y = ze®.

)y +y = tg(x).

m) y.///_y//_y/_}_yzo.

n) y" +2y" +y = sin(x).

o) Yy —y = we®.

—

)
)

Problema 1.11. S& se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale liniare
de ordin superior cu coeficienti variabili:

a) 2%y +xy —x = 0.

b) (z—2)%" —3(x —2)y +4y =z, x > 2.
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Teoria campurilor

2.1 Campuri scalare si campuri vecto-
riale

Definitie 2.1.1. O aplicatie ¢ : D C R* — R se numeste cAmp
scalar. Daca ¢ este derivabila partial, spunem ca ¢ este un camp
scalar derivabil, gi notam ¢ € C'(D). Dacéa ¢ este derivabila
partial de k ori si derivatele sale partiale de ordin k, spunem ca ¢
este un camp scalar de clasa C*, si notam ¢ € C*(D).

Definitie 2.1.2. Fie ¢ : D C R® — R un camp scalar, si C € R
un numar real oarecare fixat. Suprafata de nivel C' a campului
scalar ¢ este multimea

Spc =9 ' (C) ={M € D|p(M) =C}.

Ecuatia in coordonate a suprafetei de nivel C' a campului ¢ este
o(z,y,2) =C.

Definitie 2.1.3. O aplicatie v : D C R? — R? se numeste cAmp
vectorial. Componentele caAmpului vectorial v sunt functiile
v; : D — R, date de v; = pry(v), i = 1,3. Spunem ci ¥ este un
camp vectorial derivabil, respectiv de clasa C*, si notam in
acest caz v € C'(D), respectiv v € C¥(D), daca componentele sale
sunt campuri scalare derivabile, respectiv de clasa C*.

29
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Observatie 2.1.4. Daca v este un camp vectorial cu componentele
v;, 1 = 1,3, atunci pentru orice punct M € D are loc egalitatea

(M) = (01(M),v2(M), v3(M)) = v1(M)i + v2(M)j + v3(M)k
unde 7, 7, k sunt versorii axelor de coordonate Oz, Oy, Oz.

Definitie 2.1.5. Daca v : D C R® — R3 este un camp vectorial,
ocurba v: I C R — D situata in D se numeste linie de camp
a campului vectorial v daca in fiecare punct M € ~, vectorul
(M) este tangent curbei.

Observatie 2.1.6. Conditia din definitia de mai sus este echiva-
lenta cu cu existenta unui scalar o € R astfel incat

v(v(1) =e'(t) , (Vtel.

Observatie 2.1.7. Coliniaritatea vectorilor 7/(t) i v(~y(t)) se poate
exprima si prin egalitatile

o(y(t) x 7/ (t) =0,

O . )
0 (o0, y(0)2(0)  walw(@)y(0),20)  valw(t),y(0). 2(0)

unde v(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € 1.

Observatie 2.1.8. Considerand curba 7 parametrizata dupa prima
sa componenta x, ecuatiile de mai sus se pot scrie sub forma sis-

temului
{ y'(z) = fi(z,y,2)
2/ (

iC) = f2<33'7y7 Z) )
unde f; = o2, respectiv fo = . Rezolvand acest sistem de ecuatii
diferentiale, obtinem

Y= y(xaclaCQ)
{ z=2(2,C1,Cy) (C1,C2 €R).
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Explicitand sistemul de mai sus in raport cu C; si Cs, obtinem
pentru liniile de camp ecuatii de forma

{ Fl(l'7ya Z) = C’1
FQ(x7ya Z) = OQ-

Definitie 2.1.9. O suprafata de camp a unui camp vectorial ©
este o suprafata generata de linii de camp.

Observatie 2.1.10. Deoarece conditia ca o familie de curbe sa
genereze o suprafata este ca ele sa depinda de un singur parametru,
pentru ca o familie de linii de camp, date prin ecuatiile

Fl(x7y7 Z) = Cl
{ FQ(ZL‘,y,Z) :CQ (01,02 ER)

sa genereze o suprafata, trebuie ca parametrii reali C; si Cs sa fie
dependenti, i.e. sa verifice o relatie de forma

S(C1,Cy) =0.
Ecuatia corespunzatoare a suprafetei de camp este atunci
S(Fi(z,y,2), Fa(x,y,2)) =0.

Propozitie 2.1.11. Conditia necesard si suficientd ca o suprafata
Y sa fie suprafatd de camp a unui camp vectorial U este ca in fiecare
punct M € 3 vectorul (M) este tangent suprafetei 3.

Observatie 2.1.12. Daca ecuatia suprafatei X este
F(z,y,2z) =0,

vectorul 8F St %F J+5; 9F 5. k este normal pe suprafata S, deci pe orice
vector tangent la aceasta Prin urmare, conditia ca suprafata S sa
fie suprafata de camp a campulul vectorial U este ca in fiecare punct
M € S, vectorii 5(M) si ( Vi 4 8F(M)] + 8F )% sa fie ortogonali.
Obtinem astfel ca S este suprafaga de camp a campulul vectorial ©
daca si numai daca

OF (M) OF (M)
ox dy

OF (M)
0z

v (M) +

v (M) +

w(M)=0 , (V)MeX.
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Exemplu 2.1.13. Fie campul vectorial 7 : R — R? definit prin
Ba,y,2) = (zy — 2027 + (4w — )] + (y= — 227
Liniile de camp ale lui v sunt date de ecuatiile

o) y@) A1)
vy — 222 dxz—y?  yz— 222’

Se verifica ugor in aceste conditii ca
yx' () + xy' (t) + 222'(t) =0 i 2z2'(¢) + 2¢/'(t) + y2'(t) = 0.
Obtinem liniile de camp

xy + 22 =C,
22 +yz =y

Suprafetele de camp ale campului vectorial v au atunci ecuatiile
S(zy + 2%, 2% +yz) =0.

Definitie 2.1.14. Fie ¢ : D C R?® — R un camp scalar derivabil
si M € D. Gradientul campului ¢ in punctul M este vectorul

(grad() 1) = 25007, 25, D)y,

Functia M —— (grad(¢))(M) se numegte campul gradient aso-
ciat campului scalar .

Observatie 2.1.15. Formal putem scrie

rad = —i+ — —k.

g ox Oyj 0z
Propozitie 2.1.16. Dacd ¢,v : D C R® — R sunt campuri
scalare deriwabile, o, 3 € R numere reale, f : I C R — R o
aplicatie derivabild, iar v :J C R — D o aplicatie diferentiabild,
atunci
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1) grad(ayp + BY) = agrad(e) + Bgrad(i).
2) gmdg V) = pgrad(y) + Ygrad(p).

3) grad(f o) = (f" o p)grad(y).
4) grad(po~y) = (grad(y) o) -+ (unde - reprezintd produsul scalar

al vectorilor din R?).

Definitie 2.1.17. Fie ¢ : D C R® — R un camp scalar derivabil,
iar © € R® un vector. Derivata cAmpului ¢ dupa directia
vectorului @ este produsul scalar

dyp

_— = d -7

o = grad(y) -u
Definitie 2.1.18. Fie ¢ : D C R® — R un camp scalar de clasi
C?. Laplacianul cAmpului ¢ este atunci

P  Pp Do
Api= Ox? + oy? + 022

Definitie 2.1.19. Fie 7 : D C R? — R? un camp vectorial deriv-
abil, de componente vy, v, v3. Divergenta campului vectorial
v este campul scalar div(v) : D — R definit prin
vy  OJvy  Ov

LNt .y
Oz dy 0z

Observatie 2.1.20. Formal putem scrie

div(v) =

. .0 - 0
div =1 - 8_+] 8y k@

Observatie 2.1.21. Cu ajutorul operatorului div putem exprima
laplacianul unui camp scalar sub forma

A(p) = div(grad(p)) .

Definitie 2.1.22. Rotorul unui camp vectorial derivabil v =
(v1,v9,v3) este campul vectorial rot(v) : D — R? definit prin

N\ 8’03 81)2 - 81)1 (%3 - 81)2 81}1 —
mt(v)_(ﬁy 8z>z+(02 8x)]+(8x 8y)k
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Observatie 2.1.23. Formal putem scrie

rot(v) =

S Flo =
S o
& Tl =

De asemenea,

t Txa—k_'xa—kExa
rot =1 X — — —.
or 7 oy 0z
Definitie 2.1.24. Fie v: D C R® — R? un camp vectorial deriv-
abil, de componente vy, vy, vs, iar & € R? un vector. Derivata

campului vectorial ¥ dupa directia @ este campul vectorial
% : D — R? definit prin

dv  dvi~ | dve-  dvg-
g e e =L

2.2 Operatori diferentiali si formule in-
tegrale

2.2.1 Operatori diferentiali

Observatie 2.2.1. In analiza vectoriald se utilizeaza frecvent op-
eratorul V(citit "nabla”) al lui Hamilton, definit prin

Cu ajutorul acestuia si a unor exprimari formale conti nand produse
scalare si vectoriale reprezenta intr-un mod convenabil principalii
operatori de derivare pe care i-am introdus pentru campuri scalare,
respectiv vectoriale. Astfel, daca ¢ : D C R?® — R este un camp
scalar, 7 : D C R?® — R? este un camp vectorial, iar 7 € R? un



Teoria campurilor 35

vector, avem:

grad(p) =V
div(v) =V v
rot(v) =V x T
4L _7.-V

A(p) =V - V.

Observatie 2.2.2. Vom utiliza operatorul nabla pentru a deduce
expresii pentru gradientul, divergenta sau rortorul unor produse de
forma p, U, u -V, w X U, unde ¢ si ¥ sunt capuri scalare, iar u si
v - campuri vectoriale.

Astfel, au loc egalitatile

V(py) = grad(ei)
V(u-v) = grad(u - v)
V- () = div (D)

V X (pv) = rot(¢v)

V- (ux7v)=div(u x )
V x (uxv) =rot(u x v)

Tinand cont de faptul ca operatorul V are proprietatile unui oper-
ator de derivare in raport cu un produs, putem atunci scrie

grad(pp) = V(py) = oV () + ¥V (p) = ¢ grad(y) + ¢ grad()

div(pv) =V - (¢0) =V -1+ V-7 = ¢div(v) + grad(p) - 0

rot(¢v) =V x (pv) = (,DVXU—}—VQOXU—
= prot(v) + grad(p) x

grad(u-v) =V (u - v)—u Vi+ux (Vxt)+v-Vut
+0 % (V x0) = L(0) + 7 x rot(v) + L () + v x rot(u)

diviuxv)=V-(ux1)=v-(Vxu)—u-(Vx7)=
=0 -rot(u) —u - rot(v)

rot(uxv)=Vx(uxv)=v-Vu— (V-u)v —u-Vo+
+(V-u)v = L(u) — grad(v)u — -£(v) + grad(u)v.

—

Propozitie 2.2.3. Dacd ¢ : D C R* — R este un camp scalar
de doud ori derivabil, iar v : D C R3> — R3 un camp vectorial de
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doud ori derivabil, atunci

V - Vo = div(grad(y)
V x Vi =rot(grad(p)) =
V(V -7) = grad(div(v)) =

=V x(Vx1)— (A
V - (V x7) = div(rot(v))

)) Ap)
ot(rot(v)) — A(v) =
1), §<U2) , A(v3))

Definitie 2.2.4. Fiev : D C R3> — R? un camp vectorial de com-
ponente (vy,vq,v3), I' € D o curba, S C D o portiune de suprafata,
iar 2 € D un domeniu compact, atunci integralele campului vec-
torial ¥ pe acestea sunt vectorii

f@@;%zﬁk::(fvﬂaywamgi4-(]wgayﬂyk)j+

r T r

+ (! v3(z, Y, z)ds) k

JJote.y.2)do = (gf ui@,y, z)da> i+ <£f vs(, 9, z)da) T+
( ff e Z)dO) 2

ot = ([ o 20 )i (e ) 34

(vaw) o)

Definitie 2.2.5. Fie ¢ : D C R3> — R este un camp scalar,
v: D CR3 — R? un camp vectorial, Py € D. Dacéa exista si sunt
finite limitele

d vd
lim M , respectiv lim HaQ vee ,
s —o Jff,dw 59 — o0 Jff, dw
Q— Py Q— Py

acestea se numesc derivata spatiala a caAmpului scalar ¢, re-
spectiv a campului vectorial v in punctul F,.



Teoria campurilor 37

Observatie 2.2.6. Gradientul, divergenta, respectiv rortorul pot
fi definite ca operatori de derivare spatiala(campul vectorial 7 care
apare mai jos reprezinta versorul normal pe suprafata pe care se
efectueaza integrarea):

(grad(@))(P) = | lm %
Q— P Q
(v ffaﬂn vdo
(div(v))(Fo) = lim ’
s —o [l d
(rot(@)(Py) = lim W
Q— Py Q

2.2.2 Formule integrale

Definitie 2.2.7. Fie 7 : D C R® — R? un camp vectorial, iar
[’ C D o curba orientata inchisa(un contur). Circulatia cAmpului
vectorial v de-a lungul conturului I' este

f@-d?z%vldx—i-vgdy—l—vgdz,
r r

unde dF = dxi + dyj + dzk este vectorul tangent la curba I' in
punctul (z,y, 2)

Definitie 2.2.8. Fie v: D C R® — R? un camp vectorial si S C

D o portiune de suprafata orientata. Fluxul campului vectorial
v prin portiunea de suprafata S este

jfﬁ -vdo = ff vidydz + vadzdz + vzdzdy ,
S S

unde 7 este versorul normalei la suprafata S intr-un punct (z,y, z).
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Propozitie 2.2.9. (formula lui Stokes)

Daci v : D C R® — R3 un camp vectorial derivabil, iar S este
o suprafatd simpld orientatd de clasd C%, cu conturul T', atunci
circulatia campului v de-a lungul lui I' este egala cu fluxul rotorulus

lui v prin S':
v-dr = n-vdo .
freer=Jl

Propozitie 2.2.10. (Formulele lui Green)

Fie o, : D C R* — R doud campuri scalare de clasa C?, iar
Q C D un domeniu compact marginit de suprafata inchisa S C D,
avand normala n continud. Atunci

[ ¢%% 0 = [[f (grad(p)grad(w) + o)
S Q

(prima formuld a lui Green)

$i
] (5%~ w52 ) o = [[[ o) - v

(a doua formula a lui Green).

Corolar 2.2.11. Fie ¢ : D C R3> — R un camp scalar de clasd C*
st Q C D un domeniu compact marginit de suprafata inchisa S C
D, cu normala m continud. Pentru orice punct M din interiorul
domeniul 2, notand cu r campul scalar care da distanta unui punct
fata de punctul M, avem

T ﬂ (%(ZT: - (%)) do — ﬁ fy %A(go)dw_

2.3 Campuri particulare

2.3.1 Campuri armonice

Definitie 2.3.1. Un camp scalar f : D C R* — R de clasa C?
se numeste caAmp armonic(sau functie armonica) daca verifica
ecuatia lui Laplace: A(f) =0 in domeniul D.
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Propozitie 2.3.2. Dacd f : D C R3> — R este un camp scalar
armonic, iar S C D este o suprafatd inchisd, cu normala T, care
inchide domeniul compact Qg, atunci

ﬂ Lo =0
ff fj—_{lda = ff (grad(f))*dw .
S Qg

Propozitie 2.3.3. Dacd f : D C R3 — R este un camp scalar ar-
monic, S C D este o suprafatd inchisa, cu normala v, care inchide
domeniul compact Qg, M € Qg un punct oarecare fixat, iar r este
campul scalare dat de distanta fata de punctul M, atunci

== G () oo

Propozitie 2.3.4. (teorema de medie a lui Gauss)
Dacd f: D CR® — R este un camp scalar armonic, M € D un
punct oarecare fizat, iar S = S(M, p) sfera de razd p centratd in

punctul M, atunci
1
— pre jf f(P)do
3

Corolar 2.3.5. Dacid f : D C R® — R este un camp scalar
armonic, functia f nu poate avea puncte de extrem in interiorul
domeniului D.

Corolar 2.3.6. Dacd f : D C R® — R este un camp scalar
armonic pe un domeniu compact @ C D, mdrginit de suprafata
inchisa S, f este continua pe QU S si nuld pe S, tar % este
marginita pe S, atunci f este nuld pe €.

Corolar 2.3.7. Fie f,g : D C R* — R doud campuri scalare
armonice pe un domeniu compact @ C D, mdrginit de suprafata
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N .. . ~ df . dg
inchisa S, cu proprietatea ca 7 S &
g coincid pe S, atunci f st g coincid pe ). In particular, o functie
armonicd intr-un domeniu, cu derivatele pe directiile normale la

frontierd marginite, este complet determinatd in acest domeniu.

sunt mdrginite pe S, iar f si

Propozitie 2.3.8. Dacd f : R® — R este o functie armonicd pe
intreg spatiul, cu proprietatea ca exista R, M,a > 0 st un punct
O € R? astfel incat

(P)| < p% (Y)P: 0P| =p> R,

atunci f(M) =0, (V)M € R3.

Propozitie 2.3.9. Dacd f : D C R3 — R este un camp scalar
armonic pe un domeniu compact Q0 C D, mdrginit de suprafata
df

inchisa S, 1ar 5= =0 pe S, atunci f este constantda pe €.

Corolar 2.3.10. Fie f,g : D C R* — R doud campuri scalare
armonice pe un domeniu compact  C D, marginit de suprafata
inchisda S, cu proprietatea Acd % = 3—% pe S. Atunci f si g difera
printr-o constantd pe ). In particular, o functie armonicd pe un
domeniu compact este determinata pand la o constantd aditivd de

valorile derivater sale pe directia normalei la frontiera domeniulusi.

2.3.2 Campuri irotationale

Definitie 2.3.11. Un camp vectorial derivabil 7 : D C R? — R3
se numeste cAmp irotational pe domeniul 2 C D daca satisface
conditia rot(v) = 0 pe .

Definitie 2.3.12. Un domeniu 2 C R? se numeste conex daca nu
poate fi acoperit de doud multimi deschise disjuncte A, B C R3(Prin
multime deschisa in R? intelegem o multime care odata cu orice
punct al sdu contine i o bila centrata in acel punct). Domeniul
conex €2 se numeste simplu conex daca pentru orice curba inchisa
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v :10,1] — Q exista o functie continua F' : [0,1] x [0,1] — Q cu
proprietatea ca

Observatie 2.3.13. Domeniul conex () este simplu conex daca
pentru orice curba inchisa I' C () exista o suprafata S C () cu
proprietatea ca I' este bordul lui S.

Definitie 2.3.14. Un domeniu conex care nu este simplu conex se
numeste multiplu conex.

Propozitie 2.3.15. Fiev : D C R®> — R3 un cdmp irotational in
domeniul simplu conex Q C D. Atunci circulatia campului © de-a
lungul oricarei curbe inchise I' C ) este nuld.

Corolar 2.3.16. Daci v : D C R® — R3 un cdmp irotational
in domeniul simplu conex Q C D, iar A, B € Q sunt doud puncte
oarecare fixate, circulatia capului v este aceeasi de-a lungul oricdrei
curbe 7 : [0, 1] — Q cu proprietatea ca ca y(0) = A i v(1) = B.

Propozitie 2.3.17. Fiev : D C R? — R3 un cdmp irotational
i domeniul simplu conex Q2 C D. Atunci exista un camp scalar
f:Q — R, astfel incit v = grad(f).

Observatie 2.3.18. O € ) fiind un punct oarecare fixat, o functie
f cu proprietatea din propozitia de mai sus se obtine prin

f(M)—/mM@-dF,

integrala fiind de-a lungul unui drum 7o 5/ : [0, 1] — €2 cu propri-
etatea ca Yo (0) = O si yom(1) = M. Circulatia campului T pe
orice curba care uneste doua puncte A, B € () este atunci data de

f(B) = f(A).
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2.3.3 Camupri solenoidale

Definitie 2.3.19. Un camp vectorial derivabil 7 : D C R? — R3
se numeste cAmp solenoidal pe domeniul €2 C D daca satisface
conditia div(v) = 0 pe Q.

Propozitie 2.3.20. Fiev: D C R? — R3 un camp solenoidal pe
domeniul €2, iar S C Q o suprafatd inchisa. Fluzul campului v prin
suprafata S este atunci nul.

Definitie 2.3.21. Fie v : D C R?> — R? un camp de vectori,
iar S C D o suprata marginita de o curba inchisa I'. Interiorul
suprafetei de camp S, generata de liniile de camp ale campului v
care trec prin punctele curbei I', se numeste tub de vectori al
campului v.

Propozitie 2.3.22. Fie v : D C R?> — R3 un cdmp solenoidal
pe domeniul 2 C D, iar S, Sy C Q doud sectiuni ale unui tub de
vectort al campului U situat in domeniul Q). Fuzurile campului ©
prin cele doud suprafete S1 st Sy sunt atunci egale.

Definitie 2.3.23. Fie O C R?® un domeniu si S;, S, C Q doua
suprafete marginite de o aceeasi curba inchisa I'. Spunem c& nor-
mala ny la suprafata S5 bf se obtine prin continuitate din normala ny
la suprafata S; daca pentru orice puncte M; € S; si My € S, exista
o curba yaz, s, de clasa C! astfel incat produsele scalare ale tangen-
telor la vyar ar, In My, respectiv. My, cu normalele la S}, respectiv
S5 au acelagi semn. Daca domeniul )y cuprins intre suprafetele Sy
si S5 este inclus in domeniul €2, iar normalele la cele doua suprafete
se obtin una din alta prin continuitate, spunem ca suprafetele S; si
Sy sunt echivalente.

De asemenea, se numesc echivalente doua suprafete inchise Sy
si Sy cu proprietatea ca una dintre ele o inconjoara pe cealalta, sunt
incluse in €2 impreuna cu domeniul cuprins intre ele, iar normalele
lor se obtin una din alta prin continuitate.

Propozitie 2.3.24. Fie v : D C R?> — R3 un cdmp solenoidal
pe domeniul @ C D, iar S1,Sy C Q doud suprafete echivalente.
Fluzurile campului v prin suprafetele Sy si Sy sunt atunci egale.
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Propozitie 2.3.25. Daci v : D C R3> — R3 este un camp
solenoidal pe domeniul Q@ C D, atunci existd un camp vectorial
u: Q — R3 astfel incat v = rot(u)

2.3.4 Campuri biscalare

Definitie 2.3.26. Un camp vectorial v : D C R® — R3? se
numeste camp biscalar, atunci cand exista doud campuri scalare
v, : D — R cu proprietatea ca

U = pgrad(y) .

Propozitie 2.3.27. Daci v : D C R?* — R? este un camp bis-
calar, atunci
v-rot(v) =0,

adica v este ortogonal pe campul sau rotor.

Propozitie 2.3.28. Fie v : D C R* — R3? un camp biscalar.
Atuncit v admitda o familie de suprafete ortogonale liniilor sale de
camp. Reciproc, dacda un camp vectorial v admite o familie de
suprafete ortogonale liniilor sale de camp, atunci U este irotational
sau biscalar.
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2.4 Probleme propuse

Problema 2.1. S& se calculeze gradientii functiilor:

=@ bxm)+a-7, F,=(a-7)3 F=fr, F, =@,
Fs=(@ax7)-(bxT), Fg=|axTl

Problema 2.2. Si se calculeze gradientul cAmpului u = 2% + 3 +
3xy? + 3wz = 1222 — 6y si sd se determine punctele in care acesta
este:

a) perpendicular pe axa Oz.

b) paralel cu axa Oy.

c) egal cu zero.

Problema 2.3. Sa se calculeze derivata campului vectorial w =
(22 —yz)i+ (y? —22)j+ (2% — xy)k dupa directia vectorului (1,2, 2).

Problema 2.4. Sa se determine liniile de camp ale campurilor
vectoriale:

a) w=a x (br +7).

b)w=—(@-7)(bxe)+ (b-7)(€xa)+ (c-7)(axb).

w
c)w=wxi+yj+ (2 + /22 +y2+ 22)k. B
d) w = (zy — 22%)i + (4ovz — )] + (yz — 22°)k. B
e) W= (4o +y—22)i+ (—v+2y+62)j + (2x + 2y + 2)k.
Problema 2.5. Determinati suprafetele de camp ale campurilor
vectoriale urméatoare care contin curba v data:
— - — I r=a
a) w = (2 + y?)i + 2zyj + x2k, 7 : EERCIpEE
z=0
>+ —y=0"
¢) W = [b(a+y)—c(z+2)[i+[c(y+2)—a(y+z)]j+a(z+z)—b(z+y)Ik,

b)@—Qyz?—xzj—xy%,’y:{

Problema 2.6. Sa se calculeze:
div((a-7)7), rgt((&f)?), div(a x (a X_F)), rot(F x (ax7)), div(%LF),
rot((@x7) - (b x7)T), div((@xT)- (b xT)T).
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Problema 2.7. Demonstrati identitatile urmatoare, daca 7 este
vectorul de pozitie, @, b, ¢ - vectori constanti, @, v - campuri vecto-
riale, iar F' - camp scalar:

a) (uV)r = u.

— Tdiv(v).
g) (V xu) xv= -0 xrot(u) +udiv(v) —u x rot(v) — (uV)v.

Problema 2.8. Si se calculeze laplacianul functiilor:
F=@xr) - (bx7),w; = (@x7)x (bxTF),wy = (Fx(axTF))xT.

Problema 2.9. S& se verifice identitatile:

a) A(FG) = FA(G) + GA(F) + 2grad(F) - grad(G).
b) A(F™) = mF™ *(FA(F) + (m — %)gmd(F)).

¢) A(In(F)) = +A(F) — (fgrad(F))".

d) A(e") = e"(A(F) + (grad(F))?).
Problema 2.10. Sa se calculeze fluxul campului w = x(xy+az)i—

_ _ 2
y(zy — az)j + 23k prin suprafata (ﬁ—; + g—i) + i_; = 1.
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Capitolul 3

Functii complexe

3.1 Functii olomorfe. Definitie si pro-
prietati elementare

3.1.1 Corpul numerelor complexe

Propozitie 3.1.1. Corpul (R, +,-) al numerelor reale este un corp
complet ordonat.

Demonstratie. Operatia de adunare a numerelor reale are pro-
prietatile

(a+b)+c=a+ (b+c¢)

a+b=b+a

a+0=0+a=a

a+(—a)=(—a)+a=0,

astfel ca (R, +) este un grup abelian. In ceea ce priveste operatia
de inmultire,

—~

a-b)-c=a-(b-c)

a-b=b-a
a-1=1-a=a
a-0=0-a=0
a-t=L.a=1 (V)a#0,

47
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astfel ca (R, -) este un monoid comutativ cu element absorbant 0,
iar (R\ {0},-) este un grup comutativ. In plus, Inmultirea este
distributiva fata de adunare

a-(b+c)=a-b+a-c,

si rezulta ca (R, 4+, -) este un corp comutativ. De asemenea, relatia
de ordine naturala <, care este una totala(pentru orice a,b € R
avem una din situatiile a = b, a < b sau a > b), este compatibila
cu operatiile de adunare gi inmultire:

a<b=a+c<b+ec (V)ceR,
a<b=a-c<b-c,(V)c>0.

Prin urmare, (R, +, -, <) este un corp comutativ ordonat. In plus,
acesta este un corp complet, deoarece orice gir fundamental este
convergent. Prin gir fundamental se intelege un sir (z,),en Cu pro-
prietatea ca

(V)e > 0(I)n. e N: |z, — x| <, (V)m,n > n..

Prin urmare, (R, +, ) este un corp comutativ ordonat complet. In
plus, (R, <) verificd axioma marginii superioare: orice submulfime
de numere reale are un supremum. O

Definitie 3.1.2. Pe multimea R x R a perechilor de numere reale
se pot defini operatiile

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) .

Prin multimea numerelor complexe C intelegem multimea R x R
impruna cu aceste doua operatii.

Propozitie 3.1.3. (C,+,:) este un corp comutativ, in care R se
scufunda izomorf.
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Demonstratie. Evident, au loc egalitatile

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b) ;
((a,;0) + (¢, d)) + (e, [) = (a+c,b+d) + (e, [) =
(a+c+eb+d+f):(a,b)+(c+e,d+f)=

= (a,0) + ((c;d) + (e, [));

a,b) + (0,0) = (a,b) = (0,0) + (a,b);

a, Z% + (—a,—b) = (0,0) = (—a,—b) + (a,b);

/\/\/-\

(¢,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, da + cb) =
(c;d) - (a,b);
b) (c,d)) - (e, f) = (ac — bd,ad + bc) - (e, f) =
ce — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee) =
) (ce—df,cf +de) = (ab) - (c.d) - (e 1))
+(L,0) = (a,b) = (1,0) - (a,b);
( 2+b27a2+b2) (1,0), (¥)(a.b) # (0,0):
(e, d) + (e, f) = (a,0) - (c+e,d+ f) =
(ac+ae—bd—bf ad+ af + be+ be) =
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be) =
= (aub) : (C>d)+<a7b) ) (e>f)'
Rezulta ca (C,+,-) este un corp comutativ. In plus, functia
f : R — C definita prin f(a) = (a,0), (V)a € R este injectiva si
verifica egalitatile
fla+b) =(a+b,0)=(a,0)+(b,0) = f(a) + f(b);
f(a-b) = (ab,0) = (a,0) - (b,0) = f(a) - f(b);
f(1) =(1,0),

care arata ca f este un morfism de corpuri. O]

|| /-\
AA
@‘@‘g
S— N

=% |
@‘

Observatie 3.1.4. Folosind morfismul injectiv f vom identifica
fiecare numar real a € R cu imaginea sa f(a) prin morfismul f.
Tinand cont de identitatea

(a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1),

notand ¢ = (0, 1), rezulta ca fiecare numar complex z = (a,b) € C
poate fi scris sub forma

z=(a,b)=a+b-1,
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numita forma algebrica a numdrului complex z. Numarul real a
se numeste In acest caz partea reald a numdrului complexr z, si
notam a = Re(z), iar numarul real b se numeste partea imaginard
a numdrului complex z, notata b = I'm(z). Numarul i se numeste
unitatea imaginard si verifica egalitatea

i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.

Numerele complexe de forma (0,b) = b - i, a caror parte reald este
nula, se numesc numere complexe pur imaginare. Multimea R - ¢ se
numeste multimea numerelor complexe pur imaginare.

Observatie 3.1.5. Datorita egalitatii i2 = —1, pe corpul numerelor
complexe nu se poate defini o relatie de ordine compatibila cu
operatiile.

Definitie 3.1.6. Fie z=a+b-1, cu a,b € R, un numar complex.

Numarul real
va? + b?

se numeste modulul numarului complex z, notat |z|.

Propozitie 3.1.7. Pentru orice numere complexe z,w € C au loc
urmdatoarele proprietdti:

1) |2/ >20; |2/|=0<=2=0;
2) |z 4wl <z + |wl;
3) |z-w|=z] - Jwl.

Demonstratie. Fie z =a+0b-i,w=c+d-i € C,cua,b,c,d € R,
doua numere complexe oarecare. Atunci

|z| = Va2 +b >0
si
2| =0<=ad*+ b =0<=a=b=0<=2=0.

De asemenea,

lz+wP=(a+c)?+ (b+d)?=a*>+ 1+ +d?+2(ac+ bd) <
<@+ E+E A+ (@) + ) = (2] + w])? !
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de unde rezulta inegalitatea |z + w| < |2| + |w|. In fine, avem

|z - w|? = (ac — bd)? + (ad + bc)? = a®c? + b2d? + a®d® + b*c? =
= (a®+ b} (A +d*) = |z* |w|?

si rezulta ca |z - w| = |z| - Jw|. O

Observatie 3.1.8. Inegalitatea |z +w| < |z| + |w| se numeste ine-
galitatea modulului. Din ea se pot deduce urmatoarele inegalitati:

2] = [wl| < [z £ w] < [z] + Jw] -, (V)z,w e C.

Definitie 3.1.9. Daca z =a+b-i € C, cua,b € R, este un numar
complex, numarul complex

a—>b-1
se numeste conjugatul numarului complex z, notat z.

Propozitie 3.1.10. Pentru orice numere compleze z,w € C au loc
urmdtoarele proprietdti:

Demonstratie. Fie z =a+b-i,w =c+d-i € C,cua,b,c,d € R,
doua numere complexe oarecare. Atunci

|

=a—b-i=a—(-b)-i=a+b-i==z2

si

z+w=(a+c)+b+d)-i=(a+c)—(b+d)-i=
=a—b-itc—d-i=Z+w.

De asemenea,

zZ-w = (ac — bd) + (ad + be) - i = (ac — bd) — (ad + be) -1 =
= b'

(a—b-i)-(c—d-i)=Z-w.
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Observatie 3.1.11. Pentru orice numar complex z € R au loc
proprietatile:

Corolar 3.1.12. Aplicatia de conjugare C — C : z — Z este
un automorfism al corpului numerelor complexe. In plus, acesta
actioneaza identic pe corpul numerelor reale.

Definitie 3.1.13. O aplicatie f : C — C se numeste
- aditiva <= f(z+w) = f(2) + f(w), (V)z,w € C;
- R—omogena f(az)=af(z), (V)a eR,z € C;

- C—omogena f(A\z) = Af(2), (V)\, z € C;

- R—liniara <= f este aditiva si R—omogen4;

- C—liniara <= f este aditiva si C—omogena.

Propozitie 3.1.14. O aplicatie f : C — C este R—liniara daca
st numai dacd existd a,b € C astfel incat

f(z)=a-Re(z)+b-Im(z) ,(V)zeC.

Aplicatia f este C—liniard daca si numai dacd exista A € C astfel
incat

fz)=xz ,(V)zeC.

O aplicatie R—liniard este C—liniard daca $1 numai daca

Re(f(1)) = Im(f(i), Im(f(1)) = —Re(f(i)).

Demonstratie. Daca f este R—liniara, atunci

f(z) = f(Re(z) + Im(z) - i) = f(Re(z2)) + f(Im(z) - i) =
= Re(z) - f(1) + Im(2) - (i) .

Reciproc, daca exista a,b € C astfel incat

f(z) =a-Re(z)+b-Im(z), (V)z € C,
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atunci

fz4+w)=a-Re(z+w)+b-Im(z+w) =
=a-Re(z)+b-Im(z)+a- Re(w) +b-Im(w) =
= f(2) + f(w) , (V)z,weC,

respectiv
flaz) =a- Re(az) +b-Im(az) =
=afa-Re(z)+b-Im(z)) =
=af(z) ,MaeR,zeC.

Daca f este C—liniara, atunci f este R—liniara, iar f(i) = if(1),
astfel ca

f(z) = Re(2) - f(1) + Im(2) - f(i) =
= Re(2) - f(1) + Im(2) -if (1) = f(1) - 2, (V)z € C.

Reciproc, daca exista A € C cu f(z) = Az, (V)z € C, atunci
Pz +w) = Az +w) = Xz + o = £(2) + f(w)

si
fpz) = Az = prz = pf(z2).
Daca functia f este C—liniara, f este R—liniara, iar din egali-
tatea f(i) = if(1) rezulta relatiile

Re(f(1)) = Im(f(@)), Im(f(1)) = —Re(f(7)).

Reciproc, daca f este R—liniara, iar Re(f(1)) = Im(f(7)) si
Im(f(1)) = —Re(f(i)), atunci

f(@) = Re(f(i))+i-Im(f(i)) = —Im(f(1))+i-Re(f(1)) =i f(1),
astfel ca

f(z) = Re(2) - f(1) + Im(2) - f(i
= Re(z) - f(1) + Im(z) - if (1) =

si f este deci C—liniara. [

) =
fQ)-z ,(V)zeC
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3.1.2 Topologia multimii C

Propozitie 3.1.15. Pentru orice numar complex z € C au loc
proprietatile:

z[ < Re(z),Im(z) < [2].

Demonstratie. Daca z =a+b-1, cu a,b € R, atunci

z-Z=a-a—b-(=b)+ (a-(=b)+a-b)-i=a’>+b"=|z].

Evident, |z| = Va? + b? = \/a? + = |z|. Cum
12> = Re(2)* 4+ Im(2)* > Re(2)?, Im(2)?,
rezulta ca |Re(2)|, [Im(z)| < |z|, de unde
—lz] < Re(z),Im(z) < |z|.
[

Definitie 3.1.16. Fie X # () o multime nevida oarecare. O aplicatie
d: X x X — R care satisface conditiile:

1) d(z,y) = 0, (V)a,y € X;

2) d(z, y)—0<:>fc—y,

3) d(z,y) = d(y,x), (V)z,y € X;
4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), (V)z,y,2 € X,
se numeste metrica sau distanta pe multimea X, iar perechea
(X, d) se numeste in acest caz spafiu metric.

Folosind proprietatile modulului, se verifica imediat urmatoarea
Propozitie 3.1.17. Functia d : CxC — C definitd prin d(z,w) =

|z — w| determind pe multimea numerelor complexe o structurd de
spatiu metric.
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Definitie 3.1.18. Fie 2y € C un numar complex oarecare si r € R,
cur > 0. Discul deschis de raza r centrat in z; este multimea

D(zg,7) ={z € C||z — 2| <1},

iar discul inchis de raza r centrat in z; este

D(zp,7) ={2 € C||z — 2| <r}.

Definitie 3.1.19. Fie M C C o multime nevida de numere com-
plexe si z € C un numar complex oarecare. Spunem cé )M este o
vecinatate a lui z daca exista r > 0, astfel incat D(z,r) C M.
Notam cu V(z) multimea vecinatatilor numarului complex z.

Definitie 3.1.20. Fie A C C si z € C oarecare. Spunem ca
numarul complex z este

-punct interior al lui A Ll g e V(2);

_punct aderent al lui A €5 ANV #£0, V)V € V(z);

_punct frontiera al lui A €5 ANV £0 £V \A, (MV € V(2);
-punct de acumulare al lui A &, ANV\{z} £ 0, (V)V € V(2);
_punct izolat al lui A £ AV eV(z): ANV ={z}.

Definitie 3.1.21. Fie A C C o multime de numere complexe. In-
teriorul lui A este

A= {z € C| z — punct interior al lui A}.
Inchiderea sau aderenta mul{imii A este
A ={z € C|z— punct aderent al lui A}.
Frontiera multimii A este
Fr(A) = {z € C| z — punct frontiera al lui A}.
Multimea punctelor de acumulare ale lui A este
A" = {z € C| z — punct de acumulare al lui A}.
Multimea punctelor izolate ale lui A este

Iz(A) ={z € C|z — punct izolat al lui A}.
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Observatie 3.1.22. Din definitii rezulta imediat urmatoarele relatii

Definitie 3.1.23. Spunem ca un sir de numere complexe {2, }nen
este convergent catre numarul complex z € C daca pentru
orice vecinatate V' € V(z) existd un rang ny € N, astfel incat
2z, € V, (¥)n > ny. Numadarul z se numeste in acest caz limita
sirului {2, }nen, §l notam z = lim z,.

n——ao

Observatie 3.1.24. 1) lim 2, = z dacd si numai daca au loc

relatiile lim Re(z,) = Re(z) si lim Im(z,) = Im(z).
2) Conditia necesara si suficienta ca un gir (2, ),en sa fie convergent
este ca (2z,)nen sa fie fundamental.

Observatie 3.1.25. Pentru orice submultime nevida A C C au loc
echivalentele:
1) z€e A<= (I)(2n)nen € A: lim 2, = 2.

n—o0

2) z€ A <= (I (zn)neny €T A\ {z}: lim 2z, = z.

3) z €;1<:>/(3)(zn)neN CC\A: lim z, =z

n—oo

Observatie 3.1.26. Spunem ca un gir de numere complexe {z, }en
are limita oo daca |z,| — oo in R.

Definitie 3.1.27. O multime M C C se numeste marginita daca
exista r > 0 astfel incat M C D(0,r)

Propozitie 3.1.28. O multime M C C este marginita dacd i
numai dacd pentru orice {z,}neny © M si orice §ir {wy}nen cu
proprietatea cd w, — 0 rezulta ca w,z, — 0.
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Demonstratie. Daca M este marginita, atunci exista r > 0 cu
M C D(0,r). Rezca |z| <, (V)z € M. Daca acum {z, }neny € M
i {wy }nen € C cu proprietatea ca w, — 0, atunci |w,| — 0 si

[wnzn| < rlw,l,

astfel ca w,z, — 0.

Reciproc, daca M nu este marginita, atunci pentru orice n € N*
exista z, € M\ D(0,n). Rezca |z,| > n, astfel ca desi + — 0, avem
ca )

’_Zn’ Z 17
n

deci %zn # 0. O

Propozitie 3.1.29. O multime M C C este mdrginita dacd si
numai dacd proiectiile sale Re(M) = {Re(z)|z € M} si Im(M) =
{Im(z)| z € M} sunt marginite.

Demonstratie. Daca M C D(0,r), atunci au loc in mod evident
incluziunile Re(M), Im(M) C (—r,r).

Reciproc, daca Re(M) C (—a,«a) si Im(M) C (=03, 3), atunci
M C D(0, /a2 + ). O

Definitie 3.1.30. Un sir (2,,)neny € C se numeste marginit daca
multimea elementelor sale este marginita.

Propozitie 3.1.31. Orice sir convergent este marginit.
Propozitie 3.1.32. Orice sir mdrginit are un subsir convergent.

Definitie 3.1.33. Fie f : A C C — C o functie complexa, iar
20 € A’ un punct de acumulare al sau. Spunem ca functia f are
limita in punctul z; daca exista [ € C U {oo} cu proprietatea

ca pentru orice U € V(I) exista V' € V(z) cu proprietatea ca
FANV \ {20}) CU. Notam in acest caz lim f(z) =l

zZ—20

Propozitie 3.1.34. Functia f : A C C — C are in punctul
2o € A" limita | € C daca gi numai daca functiile Re(f) si Im(f)
au in punctul zy limitele Re(l), respectiv Im(l). f are in punctul
2o limita oo dacd gi numai dacd | f| are limita +00 in z.
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Propozitie 3.1.35. Functia f : A C C — C are in punctul
2o € A’ limita | = 0 dacd $i numai dacd | f| are in z limita 0.

Propozitie 3.1.36. Functia f : A C C — C are intr-un punct
2o € A’ limita | daca i numai dacd pentru orice sir {zp}nen C
A\ {z0} rezulta ca f(z,) — L.

Propozitie 3.1.37. Functia f : A C C — C are intr-un punct
20 € A" limita finita | dacd si numai daca pentru orice € > 0 existd
0 > 0 cu proprietatea ca |f(z) — 1| < € pentru orice z € A cu
0< |z — 2| <06.

Definitie 3.1.38. Functia f : A C C — C este continua in
punctul z; € A daca pentru orice U € V(f(z)) exista V' € V(o)
astfel incat f(V NA) CU.

Observatie 3.1.39. Daca zy € Iz(A) este un punct izolat al
multimii A C C, atunci orice functie f : A — C este continua
n zg.

Propozitie 3.1.40. Fie f : A C C — C gi 29 € AN A’
Afirmatiile urmadtoare sunt echivalente:

a) f este continud in punctul zo.

b) VMe>(3)>0:(V)ze€ A:|z— 2| <0=|f(2) — f(20)]| <e.
) () lim f(=) 5i (3) Jim f(z) = f(z0)

d) (V) (2n)nen C At 2n — 20 => f(20) = f(20)-

3.1.3 Functii olomorfe

Definitie 3.1.41. Fie D C C o multime de numere complexe astfel
incat DN D’ # (. O functie f : D — C se numeste C—derivabila
in punctul z; € D N D’ daca exista si este finita limita

o 1) = £(0)

z2—20 Z — 20

In acest caz notam limita de mai sus f'(z) si 0 numim derivata
functiei f in punctul zy. Daca D C D’ si f este C—derivabila in
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orice punct z € D, spunem ca functia f este C—derivabila pe D.
In acest caz putem defini o functie f': D — C, numita derivata
functiei f.

Propozitie 3.1.42. Fie f : D C C — C o functie complexd, iar
20 € DN D'. Functia f este C—derivabild in punctul zy dacd si
numai dacd existd o functie f: D — C, continud in punctul zy
astfel incat

f(2) = f(z0) + (2 = 20)f(2) , (V)z€D.

Demonstratie. Dacd f este o functie C—derivabild in 2y, functia
f: D — C, definita prin

fz) = { 15 e 2;2

zZ—20

are proprietatea ca f(z) = f(z0) + (2 — 20) f(2), (V)z € D si

i F(z) = f'(z0) = Fl)
deci este continua in punctul 2.
Reciproc, daca f : D — C este o functie continua in 2 cu
proprietatea ca f(z) = f(z0) + (2 — 20) f(2), (V)z € D, atunci
lim J(z) = f(z0) = lim f(z) = f(z).
Z—Z0 Z— 20 220

Prin urmare, f este C—derivabila, cu f'(z9) = f(z0). ]

Propozitie 3.1.43. Dacad f : D — C este o functie C—derivabila
intr-un punct zo € DN D', atunci f este continud in z.

Demonstratie. Cu notatiile din propozitia precedenta avem ca

lim |1(2) = f(z0)| = Jim (= = 20) f(2)] = 0+ | (z0)] = 0.

astfel ca f este continua in z. O]
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Propozitie 3.1.44. Dacad f,g : D — R sunt functii C—derivabile
intr-un punct zg € DN D', atunci f + g, Af, fg sunt C—derivabile
n zy §t

0) + f(20)9'(20) -

L este C—derivabild in zy si

In plus, dacd g 20) # 0, atunci 5

1A L) — f'(20)9(20) + f(20)g'(20)
(g) ) 9 (20) |

Demonstratie. C—derivabilitatea functiilor f si g in punctul zg
implica existenta functiilor f,g : D — C, continue in z,, astfel
incat

fe)+ =) (e p)

9(20) + (2 — 20)9(2) '

<
—~
N
~—
I

Avem atunci

(f+9)(z) = (f+9)(20) + (z = 20)(f(2) + 9(2)) ,
A (2) = Mf(20) + (2 — 20)Af(2)
si
(F9)(2) = £(20)g(z0) + (2 — 20)(f (20)i(2) + F(2)g(z0)+
+(z = 20)f(2)9(2)) ,
astfel ca functiile f 4+ g, Af si fg sunt C—derivabile in z; si

(f +9)(20) = f'(20) + 9'(20)
(Af)(20) = A+ f'(20)
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20) -

Daca g(z) # 0, avem ca
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si din continuitatea functiei g in punctul zy rezulta ca functia g este
C—derivabila in zj si

(g)' (z0) = f'(#0)9(z0) — f(20)9'(20)

9*(20)

]

Propozitie 3.1.45. Fie D, ECC,tar f: D — E sig: E — C
doud functii cu proprietatea ca f este C—derivabild intr-un punct
20 € DND', f(z0) € ENE, iar g este C—derivabild in punctul
f(20). Atunci go f este C—derivabild in zy si

(g0 f)(20) = g'(f(20)) - f'(20) .

Demonstratie. Din C—derivabilitatea functiilor f si g in 2, re-
spectiv f(zo), rezulta existenta functiilor f gi g, continue in z,
respectiv f(zp), cu proprietatea ca

f(2) = f(z0) + (2 — 20) f(2) b
gw) = g(f () + (w = fao)gw) ~ FEPWEE)
Atunci

9(f(2)) = 9(f (20)) + (f(2) = [(20))9([(2)) =
= 9(f(20)) + (2 = 20)f(2)g(2) (2€ D).

Rezulta ca g o f este C—derivabila in zj si
(g0 f)(20) = g'(f(20)) - f'(20) -
O

Propozitie 3.1.46. Fie f : D C C — C o functie injectivd pe
D, C—deriwabila in zo € D N D', cu proprietatea ca f'(z9) # 0,
si astfel incat functia f~' : f(D) — D este continud in punctul
f(z0). Atunci f=1 este C—derivabild in f(zo) si

(f)(f(20)) =

f'(20)
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Demonstratie. Functia f fiind C—derivabila in zy, exista o functie
f: D — C, continua in zj, astfel incat

f(z) = f2) +(z—20)f(z) (2€D).

Pentru z = f~!(w), cu w € f(D), avem atunci

w=f(fH(w)) = fz0) + (f 7 (w) = 20) f(f ().

Deoarece f~! este continua in f(z), fo 1 este continua in f(2)
si avem

FUF(f(20)) = Flz0) = f'(z0).

Existd atunci o vecinatate V' € V(f(z)) astfel incat f(f~*(w)) # 0,
(Myw e VN f(D). Rezulta ca

1
o =2+ (w— flz)=———"— eVnf(D)).
(w) = 20 + (w = f(z ))f(f—l(w)) (w (D))
Functia f~! este atunci C—derivabila in f(zg) si
—1y/ _ 1
(f ) (f(ZO)) - f,(zo) :

0
Propozitie 3.1.47. Fie [a,b] C R si f : [a,b] — C o functie

continud pe [a,b] si C—derivabild pe (a,b). Atunci existd c € (a,b)
cu proprietatea cd

1f(b) = f(@)] < |f'(0)|(b—a).

Demonstratie. Definim recursiv un sir de intervale [a,, b,] prin
[ao,bo] = [(I,b] §1

[Ani1,bnr1] = { FL”’ %] 1 ‘f(ang - jvt
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), pentru orice n € N, gi respectiv

Atunci b, — a, = ==(b — a
|f(by) — f(an)l|, astfel ca

7
| f(bnt1) = flant1)| = %

1
[£(bn) = flan)l 2 551 f(0) = fla)] (V) €N.
Cum sgirul de intervale [a,, b,] este descrescator i lim (b —a,) =0,

exista lim a, si hm b, si lim a, = hm b, e (a,b). f fiind

n—oo n~>oo n—

C—derivabila in ¢, ex1sta f s a, b)) — (C, continua in ¢, astfel incat

f@)=fle)+(z—o)f(z) (z€lab]).

Atunci f(by) = f(an) = (by — ¢) f(bn) + (¢ — ay) f(an) si rezulta ca

T2+ Tl = > 1 (00) = Flan)| >
1 1
> a0 = F@)] = 7= 110 = F(a)l.

Din continuitatea in ¢ a functiei f rezulta ca f(an) — f( )= f(c)
si f(by) — f(¢) = f'(c), de unde tinand cont de inegalitétile

~ ~ ~ b, .
min|F(ba)], | Flan)]) < |F(B) | + 1 @) [
ry ry ry bn - ry — Un
maa(|F(bu)l, | Flan)]) 2 |F(Bn) |2 + | flan) -—
obtinem ca
ry bn - ry — Un ’
Jim F )l Flan) 2 =1 ()

$i prin urmare

70 = 5 1F(b) ~ fla)l.
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Propozitie 3.1.48. Fie f : D C C — C o functie C—derivabila
pe D, iar z9,z1 € D astfel incat [z9,z1] € D. Atunci existd un
punct w € (29, z1] cu proprietatea ca

[f/(w)l - |21 = 20 = [f(21) = f(=0)] -

Demonstratie. Fie g : [0,1] — C functia complexa definita prin

g(t) = f((1 = t)z +tz1).

Atunci g este C—derivabila gi prin urmare exista ¢ € (0, 1) astfel

ncat
lg'(c)] = g(1) — g(0)].
D([l?( ) = (z1—20) f((1—=t)20+tz1), (V)t € (0,1), iar g(0) = f(z0)

f(z1), pentru w = ((1 — ¢)z¢ + ¢z1 € [20, 21] obtinem ca

|f'(w)] - |21 — 20| = | f(21) — f(20)]
]

Propozitia de mai sus este o versiune complexa a teoremei cresterilor
finite a lui Lagrange.

Definitie 3.1.49. Fie D C C o multime deschisa. O functie com-
plexa f : D — C se numeste olomorfa pe D, si notam f € H(D),
daca este C—derivabila in orice punct din D. O functie f : C — C
care este olomorfa pe C se numeste functie intreagd.

Propozitie 3.1.50. Daca D este un domeniu(i.e. o mulfime de-
schisa si conexda) in C, iar f : D — C o functie olomorfd pe D,
astfel incat f'(z) =0, (V)z € D, atunci [ este constantd pe D.

Demonstratie. Multimea D fiind domeniu, este conexa prin linii
poligonale, astfel ca pentru oricare doua puncte z,w € D exista
un gir de segmente [zg, z1], [21, 22], .-+, [2n—1,20) € D, cu 2z = z
si 2z, = w. Conform versiunii complexe a teoremei lui Lagrange,
pentru fiecare segment [z;_1, z;] existd un punct w; € [z;_1, z;] astfel
incat

0 < [f(z) = flzic)| < [f'(wi)] - |20 — 2ia] = 0.
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Rezulta ca f(z;i-1 = f(2), (V)i = 1,n. Dar atunci f(z) = f(w),
(V)z,w € D, si functia f este constanta pe D. ]
Definitie 3.1.51. Fie D C C o multime deschisa si f: D — C o
functie complexa. Spunem ca f este derivabila partial in raport

cu z, respectiv in raport cu y in punctul zg € D daca exista si
este finita limita

fzo+ 1) — f(20) not Of

li =
y in() t Or (ZO) )
teR
respectiv .
lim f(ZO + Zt) - f(ZO) not g(zo) '
t—0 t Ay
teR

Observatie 3.1.52. Functia f, cu Re(f) = u, Im(f) = v, este
derivabila partial in raport cu z, respectiv y, in punctul zg = zo+iyo
daca si numai daca functiile reale v gi v sunt derivabile partial in
raport cu x, respectiv y, si au loc egalitatile

of B ou Ov
a_x(ZO) = a_gc(xo;yo) + Z%(ﬂfo;yo)’

respectiv
0 ou Ov
a_;;(zo) = 0—y(9€0,y0) + Za—y(foayo)-

Propozitie 3.1.53. Dacd f =u+iv: D — C este C—derivabild
n zg, atunci f este derivabila partial in raport cu x st cu y in 2o,
St

Demonstratie. Daca f este C—derivabila in zj, exista limita

o) — i L) = S0

w—0 w

In particular, pentru w = t € R avem ca f'(z) = %(zo). Alegand

w =it € iR, obtinem ca if’'(z9) = g—i(zo). O
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Definitie 3.1.54. Daca f : D — C este derivabila partial in
raport cu x si cu y intr-un punct zg = xo+1yp, se numeste aplicatia
tangenta functiei f in punctul 2; functiad,, f : C — C definita

prin
(@) = 5 (o) Rele) + 5L ) - ).

De asemenea, derivatele partiale ale functiei f in raport cu
z, respectiv Z in punctul z; sunt definite prin

%(ZO) 1 (%(zo) _ ia—y(zo)> ,

%(zo) = (g£(20)+2%(20)) :

Teorema 3.1.55. Fie f = u+iv : D — C o functie com-
plexda deriwabila partial in raport cu x st cu y in punctul zyp € D.
Afirmatuiile urmdatoare sunt echivalente:

a)ia (20) = G5 (0).

b) 3 ( 0) = 3" (20)-

C) g ( 0) =0.

d) 55 (20) = 5o(20), i(20) = —52(20).

e) functia dZOf este C—liniara.

Observatie 3.1.56. Egalitatile de la punctul d) al teoremei de mai
sus se numesc conditiile Cauchy-Riemann.

Corolar 3.1.57. O functie complexa f € H(D) este este constantd
pe domeniul D dacd si numai dacd una dintre functiile Re(f),
Im(f), |f] sau arg(f) este constanta.

Corolar 3.1.58. Daca functia f = u+iv: D — C este olomorfa
pe D, cu u,v € C3(D), atunci functiile u $i v sunt armonice(i.e.,

Au=Av=0).

Demonstratie. Din f € H(D) rezulta ca functiile u si v verifica
conditiile Cauchy-Riemann in orice punct z € D. Prin urmare,

Ou_ 0 (o) _ 0 (0 _ 0 (00 _ 0 ( ou\_ o
0x2  9x \ox) 0x\dy) Oy\ox) Oy dy)  Oy?
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si deci
0?u  0*u
Au=—+—=0.
T B + oy?
Analog obtinem si ca Av = 0. O

3.1.4 Serii de puteri. Functii analitice

Definitie 3.1.59. Fie a € C un punct fixat, iar {¢,;}pen € C un
sir de numere complexe. Seria de puteri centrata in punctul
a, de coeficienti ¢, este sirul

{ch@—a)’f} N ez~ a)"

k=0 n=0

Teorema 3.1.60. (Abel)

Pentru orice a € C gi orice {cptnen C C existd un unic numdr real

R € [0, 00| cu proprietatea ca seria Y, c,(z —a)"™ este convergentd
n=0

absolut pe discul deschis D(a, R) si divergentd pe C\ D(a, R). In

plus, seria de puteri converge uniform pe orice multime compactd

K C D(a, R).

Observatie 3.1.61. Daca R = oo, consiedram D(a, R) = C

Definitie 3.1.62. Numarul R din teorema de mai sus se numeste
raza de convergenta a seriei. Pentru R > 0, D(a, R) se numeste
discul de convergenta al seriei, iar daca 0 < R < oo, dD(a, R)
se numeste cercul de convergenta.

Teorema 3.1.63. (Abel)
Daca seria de puteri Y c,(z — a)" converge pentru z = b # a,

n=0
atunci ea converge absolut pe D(a,|b— al).

Teorema 3.1.64. (Cauchy-Hadamard)

Raza de convergentd R a seriei de puteri Y c,(z — a)" este datd
n=0
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de
1 _
R=—, wundew=1lim+i/|c,|.
w

Corolar 3.1.65. Seria de puteri > ne,(z —a)" are aceeasi razi
n=1

[e.e]
de convergentd ca seria Y, c,(z — a)™.

n=0

o
Propozitie 3.1.66. Dacd > ¢,(z — a)" este o serie de puteri cu
n=0

raza de convergentd R > 0, functia f: D(a, R) — C data de

f(2) =) calz—a)"

n=0

este olomorfa pe D(a, R) si

f'(z)= Z nep(z —a)" .

Corolar 3.1.67. Suma unei serii de puteri este o functie indefinit
C—derwabila pe discul de convergentd.

Definitie 3.1.68. O functie complexa f : D — C definita pe
multimea deschisa D C C se numeste functie analitica pe D daca
pentru orice a € D exista o vecinatate V € V(a) cu V' C D si o serie
de puteri Y ¢,(z — a)™, cu proprietatea ca f(z) = > ¢,(z — a)",

n=0 n=0

(V)z e V.

Corolar 3.1.69. O functie analitica f : D — C este olomorfa si
indefinit C—derivabild pe D.

3.1.5 Integrala complexa

Definitie 3.1.70. Fie a,b € R, cu a < b, iar f : [a,b)] — C o
functie complexa. Spunem ca functia f este integrabila Rie-
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mann pe [a,b] daca functiile Re(f) si Im(f) sunt integrabile Rie-
mann pe [a,b]. In acest caz, integrala functiei f pe [a, b] este

b b b
/f(t)dt:/ Re(f)(t)dt+i/ Im(f)(t)dt .

Introducem in continuare notiunea de integrala curbilinie a functiilor
complexe.

Definitie 3.1.71. Fie D C C o multime deschisa, iar a,b € R, cu
a < b. O functie continua v : [a,b] — G se numeste drum in
D. Multimea Im(vy) = v([a, b]) se numeste suportul drumului v, iar
v(a) si v(b) se numesc punctul initial, respectiv punctul final al
drumului . Daca v(a) = 7(b), spunem ca v este un drum inchis.
Pentru o diviziune

A=(a=ty<ty <...<t,=0b)

a intervalului [a, b], notam

o7, 0) = y(te) = v(tr1)] -

Spunem ca drumul v este rectificabil daca exista
L(v) = sup{o(v,A)| A — diviziune a intervalului [a,b]} < oo,

numit in acest caz lungimea drumului ~.

Drumul v se numeste neted daca functia v este derivabila, iar
derivata 7' este continud pe [a,b]. Drumul se numeste partial
neted daca exista o diviziune A = (a =ty < t; < ... < t, = b)
incat vy sa fie neted pe fiecare dintre intervalele [ty_1, tg].

Propozitie 3.1.72. Daca v este un drum partial neted, atunci
este rectificabil si

L) = [ bl
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Definitie 3.1.73. Fie v, : [a,b] — C si % : [¢,d] — C doua
drumuir. Ele se numesc echivalente daca exista o functie continua
si strict crescatoare h : [a,b] — [e,d], cu proprietatea ca exista o
diviziune A = (a =ty < t; < ... <t, =b) inc at h sa fie derivabila
cu derivata continua pe fiecare dintre intervalele [t,_1,t;], astfel
incat y1 = 7, 0 h. In acest caz spunem ci drumul v, este o
reparametrizare a drumului ;.

Propozitie 3.1.74. Relatia definitda mai sus intre drumuri este o
relatie de echivalentd.

Propozitie 3.1.75. Daca un drum este partial neted, atunci orice
reparametrizare a sa este de asemenea un drum partial neted, de
aceeast lungime cu drumul initial.

Demonstratie. Intr-adevar, daca v, = v, 0 h, cu 7 : [a,b] — C,
Y2 i [e,d] — Csih: [a,b] — |c, d] cain defintia de mai sus, atunci
~1 este partial neted ca gi compunere de functii partial netede, iar

Liv) = / ()t = / A (R(t)) - B (1)t =

= / Vo (h(t))] - W (t)dt = / [v5(u)|du = L(72) .
[

Definitie 3.1.76. Fie 2y, z; € C doua puncte, cu zy # z;. Drumul
liniar cu punctul initial z; si punctul final z; este drumul
Veorza ¢ [0, 1] — C, definit prin

V20,21 (t) = (1 - t)ZO +1z1.

Propozitie 3.1.77. Drumul liniar ., ., este neted si are lungimea
L(WZo,zl) = |21 - Z0|'

Definitie 3.1.78. Fie zp € C gi » > 0. Drumul circular de
centru z, si raza r este drumul 7, , : [0,27] — C, definit prin

Vaor(t) = 20 + r(cos(t) + i - sin(t)) .
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Observatie 3.1.79. Prin abuz de notatie scriem 0D(zg,r) in loc
de vz

Propozitie 3.1.80. Drumul circular 0D(z,r) este neted si are
lungimea L(0D(z, 7)) = 27r.

Definitie 3.1.81. Fie f : D — C o functie complexa definita pe
multimea deschisa D, iar 7 : [a,b] — C un drum partial neted, cu
Im(vy) C D. Daca f este continua pe I'm(7), integrala(curbilinie
a) functiei f pe drumul 7 este

b
/ f(2)dz = / (fom)(t) - ()t

Propozitie 3.1.82. Dacad zy € C, atunci pentru orice r > 0 i
orice a € D(zy,) are loc

1
/ =271
OD(zo,r) # — @

Demonstratie. Drumul v : [0,1] — C, definit prin

Y(t) = a + p(t)(cos(2mt) + i - sin(2mt))

unde p(t) = |zo—a+r(cos(2nt)+i-sin(27t)), este o reparametrizare
a curbei circulare 0D(zp, ). Atunci

[
OD(zo,r) # — @

(p(t)(cos(2mt)+i-sin(2nt))) dt =

! 1
/0 p(t)(cos(2nt) + i - sin(27t))

_ 1p’(7f) 1 A — In 1 i o
_/0 p(t)dt+/0<2 )dt = In(p(t))|§ + 2mi = 0 + 27 = 2mi .

]
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Propozitie 3.1.83. Fie f : D — C o functie complexd, care este
continud pe suportul drumului partial neted v : [a,b] — D. Dacd

drumul 7 : [c,d] — D este o reparametrizare a drumului v, atunci
Im(7) = Im(y), iar

/Tf(z)dz:/wf(z)dz

Propozitie 3.1.84. Daca f,g : D — C sunt doud functii com-
plexe, continue pe suportul drumului partial neted v, atunci pentru
orice a, 3 € C avem ca

/(@f—l—ﬂg z—a/f dz—irﬁ/

Propozitie 3.1.85. Fie f : D — C o functie complexd, continud
pe suportul drumului partial neted v : [a,b] — D. Atunci au loc

inegalitatile
b b
o] < [ ol

A F(2)dz

Propozitie 3.1.86. Fie f : D — C o functie complexd, care este
continud pe suportul drumului partial neted 7 : [a,b] — D, iar
sirul {fn, : D — Cluen un sir de functii continue pe Im(7), care
converge uniform pe I'm(7) la functia f. Atunci

< [sup(f'rme)] - L(7) -

tim [ 52z = [ e
8!

Definitie 3.1.87. Fie v : [a,b] — C si 7 : [¢,d] — C doua

drumuri partial netede cu v(b) = 7(¢). Spunem atunci ca cele

doua drumuri v si 7 sunt juxtapozabile. Drumul partial neted

v-7:]0,b—a+d— c] — C definit prin

B (a+1) ,t€10,b—d
(7-7)(75)—{ Z(C_b+a+t) ,teb—ab—a+d—(
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se numegte compusul(sau juxtapunerea) drumurilor ~ si 7.
Drumul v7! : [a,b] — C definit prin v~ (t) = v(a + b —t) se
numeste inversul drumului 7.

Propozitie 3.1.88. Fie f: D — C o functie complexd, care este
continud pe suporturile drumurilor partial netede si juxtapozabile
v:la,b] — D siT:[c,d] — C. Atunci

/Wf(z)dzzlf(z)dz+[f(z)dz7
/71 f(z)dz = —/Vf(z)dz.

Teorema 3.1.89. (Cauchy-Goursat)
Fie D C C o multime deschisa si f € H(D). Atunci pentru orice
dreptunghi inchis R C D are loc egalitatea

f(z)dz=0.
OR

Propozitie 3.1.90. Fie D C C o multime deschisa, a € D st
f: D — C o functie continud cu f € H(D \{a}). Atunci pentru
orice dreptunghi inchis R C D are loc egalitatea

f(z)dz=0.
OR

Teorema 3.1.91. (formula lui Cauchy)
Fie D C C o mulfime deschisa si f € H(D). Atunci pentru orice

dreptunghi inchis R C D si orice a €R are loc egalitatea
1
R IO

21 Jop 2 —a

fla) =
Demonstratie. Functia g : D — C definita prin

I EEE O
g(z)_{f’(a) 2l
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este continua pe D si olomorfa pe D\ {a}, astfel ca [, g(z)dz =0
pentru orice dreptunghi inchis R C D. Dar atunci

TG g 4 L L
aRz—ad f()/aRZ—ad +/6Rg()d 2mi - f(a).

[]

Teorema 3.1.92. Fie D C C o multime deschisd. Atunci orice
functie olomorfa f € H(D) este analitica pe D.

Corolar 3.1.93. Orice functie olomorfa pe o mulfime deschisd
D C C este indefinit C—derivabila pe D.

Propozitie 3.1.94. Fie D C C o multime deschisd, f € H(D) si
a € D. Atunci existd o unicd serie de puteri centratd in punctul a,
convergentd la f pe o vecindatate a punctului a, datd de

Definitie 3.1.95. Seria de mai sus se numeste seria Taylor aso-
ciata functiei f centrata in punctul a.

Corolar 3.1.96. Fie D C C o mulfime deschisda, f € H(D), R C C

un dreptunghi inchis inclus in D st a €R. Pentru orice numdr
natural n € N are loc atunci egalitatea

f(n)(a) = n—!./aR(&dz.

271 z —a)"tl

Teorema 3.1.97. (Cauchy-Pompeiu)

Fie D C C o multime deschisa, iar f o functie continud, care are
derivate partiale in raport cu x st cuy, continue pe D. Pentru orice
dreptunghi inchis R C D are atunci loc egalitatea

f( 2_22_[[8 x,y)dzdy .
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3.1.6 Primitivabilitatea functiilor complexe

Definitie 3.1.98. Fie D C C o multime deschisa si f : D — C
o functie complexa. f se numeste primitivabila pe D, si notam
f € P(D), daca exista o functie F' € ‘H(D), numita primitiva a
functiei f, cu proprietatea ca F' = f.
Functia f se numeste local primitivabila pe D, si notam in acest
caz f € Pjoe(D), dacé pentru orice a € D exista un disc D(a,r) C D
incat f € P(D(a,r)).
Observatie 3.1.99. Au loc incluziunile

P(D) € Pre(D) € H(D).

Teorema 3.1.100. (Morera)
Fie DCC si f: D— C o functie continud pe D. Daca
f(z)dz=0
OR
pentru orice dreptunghi inchis R C D, atunci f € Pio(D).
Corolar 3.1.101. Fie D C C gi f : D — C o functie continud
pe D. Afirmatiile urmdtoare sunt echivalente:
a) f € H(D);
b) f S Ploc(D);
¢) [op f(2)dz =0, pentru orice dreptunghi inchis R C D.

In particular, Pio.(D) = H(D).

Propozitie 3.1.102. Fie D = D(a,r) C C si f € H(D). Atunci
f € P(D). In plus, daca [ are dezvoltarea in serie

f2) =Y eale —a),

atunci functia

infinit
Cn n
)= Y —Sfe—ap
n=0

este o primitivd a functiei f. In particular, H(D(a,r)) = P(D(a,r)).
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Teorema 3.1.103. Fie D C C o multime deschisa si f : D — C
o functie continud. Daca f este primitivabild pe D, atunci pentru
orice drum inchis partial neted v cu suportul Im(y) C D are loc

egalitatea
/ f(z)dz=0.
v

Reciproc, daca D este un domeniu, iar f este o functie care vaerifica
egalitatea de mai sus pentru orice drum inchis partial neted v cu
Im(y) C D, atunci f este primitivabila pe D, iar oricare doud
primitive ale lui f diferd printr-o constanta.

Teorema 3.1.104. (formula lui Cauchy pentru discuri)
Fie D C C o multime deschisa si f € H(D). Pentru orice a € D
sir > 0 astfel incat D(a,r) C D avem

_ 1 f(z)
f(w) B 2_7” /8D(a,7") 2 wdz .

Corolar 3.1.105. Fie D C C o multime deschisa, iar f € H(D).
Atunci pentru orice a € D gir > 0 astfel incat D(a,r) C D avem

1a) = 2 =

= — ———d \ N.
2mi 0D(a,r) (’Z - a)n+1 : 7 ( )n ©

Corolar 3.1.106. (inegalitatile lui Cauchy)
Fieae C,r>0gi f € H(D(a,r)). Pentru orice p € (0,7), daca
M, = sup{|f(2)|| |z — al = p}, atunci

|f™(a)| < %M” (V)n € N.

Teorema 3.1.107. (Liouville)
Orice functie intreagd si marginitd este constantd.

Teorema 3.1.108. (Liouville)
Daca f este o functie intreagd si exista M, K > 0 si n € N astfel
incat

[f() <M+ Klz[" , (V)z€C,

atunci f este un polinom de grad cel mult n.
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Teorema 3.1.109. (d’Alembert)
Orice polinom neconstant cu coeficienti complecsi are cel putin o
raddcindg complexd.

3.1.7 Serii Laurent
Definitie 3.1.110. Fie a € C si r > 0. Multimea

D*(a,r) ={z€C|0< |z —a|] <r}=D(a,r)\ {a}

se numeste discul redus centrat in a de raza r.
Pentru 0 < ry < r; < 00, coroana circulara centrata in a de
raze rg, r; este multimea

A(a;rg,m) ={2€Clro < |z —a| <r}

Definitie 3.1.111. Daca a € C i {¢, }nez C C, seria

o0

Z cn(z —a)”

n=-—00
se numeste serie de puteri intregi centrata in a cu coeficientii
c,. Partea principala a acestei serii este seria

-1

Z cn(z —a)",

n=—oo

iar seria
0
Z Cn(z —a)"
n=0

se numeste partea analitica a seriei.

Teorema 3.1.112. Fie »_ c,(z —a)" o serie de puteri intregi,

iar r, R € [0, 00| date de

_ 1
T = hm V/ |c— R: —
Tim /T —
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Daca r < R, seria de puteri este convergentd pe coroana A(a;r, R)
si divergentd pe C \ A(a;r, R). In plus, seria converge uniform si
absolut pe orice multime compacta K C A(a;r, R), iar suma ei este
o functie olomorfa pe A(a;r, R).

Propozitie 3.1.113. Fiea € C, 0 < rg < r < r; < 00, tar
D = A(a;ro,r1) si f € H(D). Atunci integrala

/ f(z)dz
0D(a,r)

nu depinde de r.

Teorema 3.1.114. (formula integrala a lui Cauchy pentru
coroane)

Fiea e C,0<ry<r <oo, D= Ala;rg,m1) 51 f € H(D).
Pentru orice punct w € D i orice pg,p1 > 0 cu proprietatea ca
ro < po < |w—a| < p1 < ry are loc egalitatea

fy - L fe) 1 ()

27 Jon(ap) 2 =W 270 Jop(a,) Z T W

dz .

Teorema 3.1.115. (Laurent)

Fieae C,0<rqg<r <oo, D=A(a;re,r1) si f € H(D). Atunci
existd un unic $ir {¢p}tnez C C indezat dupa multimea numerelor
intregi astfel incat

o0

fz)= > clz—a) (z€D).

n=—oo

Definitie 3.1.116. Seria de puteri din teorema de mai sus se
numeste seria Laurent asociata functiei f, centrata in punc-
tul a.

Definitie 3.1.117. Fie D C C o multime deschisa si a € C\ D
cu proprietatea ca exista r > 0 astfel incat D*(a,r) C D. Daca
f € H(D), punctul a se numeste punct singular(sau izolat) al
functiei f.
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Teorema 3.1.118. (Riemann)
Fie a € C un punct, r > 0 si f € H(D*(a,r)) cu proprietatea
cd lim(z — a)f(z) = 0. Atunci exista f € H(D(a,r)) astfel incat

f

Definitie 3.1.119. Fie D C C o multime deschisa, a € D, iar
f € H(D \ {a}). Daca exista o functie f € H(D) cu propri-
etatea ca ﬂ Dp\{a} = f, atunci punctul a se numeste punct singular
aparent(sau eliminabil) al functiei f.

D*(a,r) — f

Propozitie 3.1.120. Fie D C C o multime deschisa, a € D, iar
feH(D\{a}). Afirmatiile urmatoare sunt atunci echivalente:

a) a este punct singular aparent al functiei f.

b) functia f este marginita pe o vecindtate V€ V(a) cu V C D.
¢) functia f are limitd finita in punctul a.

d) exista r > 0 astfel incat D*(a,r) C D gi seria Laurent a lui f pe
D*(a,r) are partea principald nuld.

Definitie 3.1.121. Fie D C C o multime deschisa, a € D, iar
f € H(D \ {a}). Daca f are in punctul a limita oo spunem ca
punctul a este un pol al functiei f. Notam cu P(f; D) multimea
polilor a € D ai functiei f.

Daca f nu are limita in punctul a, acesta se numeste punct
singular esential al functiei f.

Propozitie 3.1.122. Fie D C C o multime deschisa, a € D, iar
f € H(D\{a}). Afirmatiile urmatoare sunt atunci echivalente:

a) punctul a este un pol al functiei f.

b) a este punct singular aparent pentru functia %

c) exista ng € N, ng > 0 astfel incat pentru orice r > 0 cu propri-
etatea ca D*(a,r) C D, seria Laurent centrald in a asociatd functiei
f pe D*(a,r) are coeficientul c_,, # 0 si ¢, =0, (V)n < —ny.

d) existan € N, n > 0, si o functie g € H(D) cu proprietatea ca
g(a) =nel si f(2) = =5w9(2), (V)z € D.

e) exista r > 0 gi doud functii nenule g,h € H(D(a,r)), cu propri-
etatea ca g(a) # 0 = h(a), incat f-h =g pe D*(a,r).
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Propozitie 3.1.123. Fie D C C o multime deschisa, a € D,
iar f € H(D \ {a}). Atunci a este un punct singular esential al
functiei f dacd si numai daca seria Laurent a functieir f pe un disc
D*(a,r) C D are o infinitate de termeni nenuli in partea principald.

Definitie 3.1.124. Fie D C C o multime deschisa i f € H(D).
Daca D € V(oo) spunem cé oo este punct singular al functiei
f. Daca r > 0 este astfel incat A(0;r,00) C D, spunem ca oo este
punct singular aparent, pol, sau punct singular esential al functiei
f dupa cum 0 este punct singular aparent, pol, sau punct singular
esential pentru functia g € H(D*(0, 1)) definita prin g(z) = f(2).

z

Definitie 3.1.125. Fie D C C o multime deschisa si f : D — C
o functie complexa. Functia f se numeste functie meromorfa
pe D daca exista o multime discreta £ C D, formata din puncte
singulare sau poli ai functiei f, astfel incat f € H(D\ E). Multimea
D\P(f; D) se numeste in acest caz multimea punctelor regulare

ale functiei f. Notadm cu M(D) multimea functiilor meromorfe
pe D.

Propozitie 3.1.126. Fie D C C o multime deschisd, E C D o
submultime discretd, iar f € H(D \ E). Atunci f este meromorfa
pe D daca si numai dacd pentru orice punct a € E exista r > 0 gi
functii nenule g, h € H(D(a,r)) astfel incat f-h =g pe D*(a,r).

Observatie 3.1.127. Daca f € M(D) este o functie meromorfa,
atunci functia f : D — C U {oo}, definita prin f(w) = lim f(2)
este continua pe D si olomorfa pe D\ P(f; D).

Propozitie 3.1.128. Mulfimea M(D) este un corp in raport cu
operatiile obisnuite de adunare si inmultire a functiilor.

Definitie 3.1.129. Fie D C C o multime deschisa, f € M(D) si
a € D. Daca f nu este identic nula, iar seria sa Laurent centrata
in punctul a are coeficientii ¢,, n € Z, numarul

ordy(f) == inf{n € Z| ¢, # 0}
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se numeste ordinul functiei f in punctul a.

Daca f este extensia cu valori in C U {o0} a functiei f definita
mai sus, iar f(a) = 0, spunem ca punctul a este un zerou de
ordin ord,(f) al functiei f. Punctul a se numeste un zerou
simplu al lui f daca ord,(f) = 1.

Daca a € P(f; D), |ord.(f) = —ord,(f) se numeste ordinul
polului a.

Pentru functia identic nula 0p definim ord,(0p) = oo, (V)a € D.

Propozitie 3.1.130. Fie D C C o multime nevida deschisd, iar
f e M(D)\{0p} o functie meromorfa neidentic nula pe D. Pentru
a € D au loc proprietatile urmatoare:

a) a este punct regular pentru f dacd si numai dacd ord,(f) > 0.

b) a este punct reqular pentru f cu f(a) # 0 dacd si numai dacd
ord,(f) = 0.
c¢) a este pol pentru f dacd si numai dacd ord,(f) < 0.

Daca de asemenea, g € M(D) \ {Op} este neidentic nuld, iar
A€ C\ {0}, atunci
d) ord,(f - g) = ord.(f) + ord,(g).
e) ord,(f + g) > min(ord,(f), ord.(g)),
cu egalitate dacd ord,(f) # ord.(g).

Propozitie 3.1.131. Multimea M(C U {o0)) a functiilor mero-
morfe pe C pentru care oo nu este pol singular esential coincide cu
multimea functiilor rationale.

3.2 Teoria reziduurilor si aplicatii
3.2.1 Indexul unui drum. Formula integrala a
lui Cauchy

Definitie 3.2.1. Fie v : [¢,d] — C un drum inchis partial neted,
iar a € C\ Im(y). Indexul drumului 7 fata de punctul a este
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1 1
n(f%a) _/ dz.
Y

numarul

27 zZ—a

Propozitie 3.2.2. Pentru orice drum inchis vy : [¢,d] — C care
este partial neted si orice punct a € C\ Im(y), indezul n(y,a) este
un numdr intreg.

Propozitie 3.2.3. Dacd~y : [¢,d] — C este un drum inchis partial
neted, a € C\ Im(y), iar f : [e,d] — C o functie continud cu
proprietatea ca a & Im(f) si f(t) € Arg(y(t) — a), (V)t € [c,d],

atunct
1

= 5-(f(d) = f(c)).

s
Propozitie 3.2.4. Fie v st 7 doud drumuri inchise partial netede,
cu acelasi punct initial. Atunci

a) n(v,a) = —n(y "', a), (V)a € C\ Im(y).
b) n(y-7,a) =n(y,a) +n(r,a), (V)a e C\ (Im(y)UIm(r)).

n(y,a)

Observatie 3.2.5. Daca 7y este un drum inchis partial neted, atunci
imaginea sa este o multime inchisa marginita, iar D., := C\ Im(y)
se descompune intr-un numar finit de componente conexe deschise,
dintre care una singura este nemarginita.

Propozitie 3.2.6. Fie v un drum inchis partial neted in C. Atunci
aplicatia n., : D, — Z : a — n(y,a) este o functie constantd pe
fiecare componentd conexd a multimii D.,. In plus, functia n, este
nuld pe componenta nemdrginitd a lui D.,.

Propozitie 3.2.7. Fie v un drum inchis partial neted in C, iar
f:Im(y) — C o functie continud. Pentrun € N, n > 1 definim
F,:C\ Im(y) — C prin

F,(w) —/V(f&dz.

z—a)®

Atunci F,, € H(C\ Im(v)) si F} = nF,11 pentru orice n € N,
n>1.
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Teorema 3.2.8. (formula integrala a lui Cauchy)
Fie D C C o multime deschisa si f € H(D). Dacd v, ..., Ym Sunt
drumuri inchise partial netede tn D cu proprietatea cd

n(y,w)+...+n(ym,w) =0, MweC\D,

atunci pentru orice a € D\ (U, Im(~y)) are loc egalitatea

f@)) n(y.a) = %2/ %dz.
k=1""k

k=1

Definitie 3.2.9. Fie D C C o multime deschisa, iar v un drum
inchis partial neted in D. Daca n(y,w) =0, (V)w € C\ D, spunem
ca drumul v este omolog cu zero(sau nul omolog).

Corolar 3.2.10. Fie D C C omultime deschisd, iar v un drum
inchis partial neted tn D, omolog cu zero. Atunci pentru orice
a € D\ Im(v) are loc

1 [ f(2)
o) = o [ T
Corolar 3.2.11. Fie D C C o multime deschisa si f € H(D).
Dacd 71, ...,%m sunt drumuri inchise partial netede in D cu pro-
prietatea cd n(y,w) + ... + n(ym,w) = 0, V)w € C\ D, atunci
pentru orice a € D\ (Ul Im(vx)) st orice n € N, n > 1, are loc
egalitatea

Corolar 3.2.12. Fie D C C o multime deschisa si f € H(D).
Dacd 71, ...,%Ym sunt drumuri inchise partial netede in D cu pro-

prietatea ca n(vyy,w) + ...+ n(ym,w) =0, (V)w € C\ D, atunci
Z/ f(z)dz=0.
k= Tk

1
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Teorema 3.2.13. Fie D C C un domeniu si f € H(D) o functie
olomorfa avand multimea Z(f) a zerourilor finita. Dacd vy este un

drum inchis partial neted si omolog cu zero in D, cu proprietatea
ca Im(y)NZ(f) =0, atunci

1P
2mi )., f(2)

Teorema 3.2.14. Fie D C C un domeniu si f € M(D) o functie
meromorfa avand mulfimile Z(f) a zerourilor si P(f) a polilor fi-
nite. Dacd v este un drum inchis partial neted si omolog cu zero
in D, cu proprietatea ca Im(y) N (Z(f)UP(f)) =0, atunci

L f,(z)d — . d
i ) T, )

dz = Z n(y,a) - ord,(f).

a€Z(f)

3.2.2 Teorema reziduurilor

Definitie 3.2.15. Fie D C C o multime deschisa, £ C D o
submultime discreta, iar f € H(D \ E). Pentrua € Esir > 0
astfel incat D(a,r) C D, D(a,7)N E = {a}, consideram seria Lau-
rent centrata in a asociata functiei f pe D*(a,r)

f(z)= Z Cn(z —a)" (z € D*(a,r)).

n=—oo

- not . . o e
Numarul c_; = res(f;a) se numegte atunci reziduul functiei f

in punctul a.

Corolar 3.2.16. Cu notatiile facute in definitia de mai sus, dacd
p € (0,r), atunci

1
res(f;a) —/8D(a7p)f(z)dz.

 2mi
Observatie 3.2.17. Reziduul res(f;a)) al functiei f in punctul a
este numarul complex ¢ € C unic determinat, cu proprietatea ca
functia f(z) — =% este primitivabila pe D*(a,r).

zZ—a
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Observatie 3.2.18. Daca a este un pol de ordin m > 1 al functiei
f,iar g(z) = (z — a)™f(2), atunci

STAROE

(m—1) LI ((z = &)™ f(2)) ™V |

(m — 1)! z—a

res(f,a) =

Teorema 3.2.19. (Teorema reziduurilor)

Fie D C C o multime deschisd, iar E C D o submultime discreta
in D. Daca ~y este un drum inchis, care este partial neted st omotop
cu zero in D astfel incat Im(~y)NE = 0, atunci pentru orice functie
feH(D\E), multimea {a € E|n(vy,a) # 0} este finita si are loc
egalitatea

L/Wf(z)dz = Zn(’y,a) -res(fia).

27
acl

Propozitie 3.2.20. Fie D C C o multime deschisa si f € M(D).
Dacd f nu este identic nuld intr-o vecindatate a unui punct a € D,
atunci functia meromorfa f? are in punctul a cel mult un pol simplu

Sl res(fT/,a) = ord,(f).

Definitie 3.2.21. Daca functia meromorfa f admite pe oo ca punct
singular izolat, atunci reziduul lui f in oo este

res(f,00) = res (—%f(z),o) .

Propozitie 3.2.22. Fie ay,...,a, € C gi f € H(C\{ay,...,a,}).
Notand ag = 0o avem atunci cd

n

Zres(f;ak) =0.

k=0
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3.3 Probleme propuse

Problema 3.1. Sa se calculeze suma seriei

o0

s=Y peos(k(0—p)) ol <1.

k=1

Problema 3.2. Sa se determine functiile C—derivabile w(z) =
u(z,y) + 1w(x,y) pentru care

a) u(x,y) = 2sh(x)cos(y) — 3ch(x)sin(y) + x? — y* + 4xy.

b)

sh(2y) T
v, y) cos(2z) + ch(2y) w(4)
c)
1— 22— y2
u(z,y) = Ara 2 w(l) =0.
d)
u(z,y) = gln(x2 + %) — yarctg% :
e)
2 +y? —3x+2
u(,y) P ,w(l) =i
f)
u=aarg(z) +b ,abeR.
g)
u(z,y) = f(Va?+y? —x).
h)

v(z,y) = () - Y(y).

Problema 3.3. Sa se calculeze:
Z'lfi7 (1 +Z\/§)z’ 171" eSarti.
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Problema 3.4. Sa se determine punctele singulare ale functiilor:

a)

f)= {5
b)
o/ 22(z +1)

f(z) = \/(z—l— 1)(z—2i)(z—3).

() = In (Z:—l> |

Problema 3.5. Sa se determine sumele pe domeniile de convergenta
ale seriilor de puteri:

Z2n+1

;nzn_l, ;7122”, ZQn—I—l’ ;(—1)"71271_12”.

n=0

Problema 3.6. Sa se determine seriile Taylor ale functiilor urmatoare
in punctele indicate:
a) f(z) =ch?(z), 2= 0.

(2) = sin3(z), 2 = 0.

b) f
c) f(z) =th(z), z=0.
d)

z2+3

M= 2%y 77
e)

f(z):j:; ,2=0,2=1
f)

f2)=(1+2)7 ,2=0
g)

f(z) = sin ,2=0.
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h) f(z) = /z — 2, f(0) = V26’55, 2 =0, z = 2.
i) £(z) = In(2), f(L+1) = An(2) —iZ%, 2 = —.

Problema 3.7. Sa se determine seriile Laurent ale functiilor urméatoare
in jurul punctelor indicate si precizati natura acestor puncte:

a)

b)

BV
f(Z) = W , & = 0.
g) ,
f(z):sm(z)ﬂz‘n; ,2=0,z=00.

Problema 3.8. Sa se calculeze integralele urmatoare:

a)
oz
7{ ‘ 2 4dz.
ot2ij=2 (2 +1)

Zl()OeiWZ
5 dz .
41‘2+y2:4 z + 1

31 197
% w(Z)dZ ,’ZU(Z): 5 2:;"— Z”u)(3z): 2\0/567’%.
—Z
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Problema 3.9. Sa se calculeze pentru functiile urmatoare rezidu-
urile relative la punctele lor singulare:

a)

z) = si(z)
b) )
f(z) = li Zn
c) ,
J(2) = (224 1)
d) ,
J2) = 23sin(z)
e) 1
f(z) = et
f)
f@)=e"
g) N
f(z) = Areie
h) ‘
f(z) = %(z)'

Problema 3.10. Sa se calculeze integralele urmatoare, folosind
teorema reziduurilor:

a)

1
f —2d2 .
22 4y2 2y~ 3=0 2€05(2%)
b)
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1
?{ Z"cos—dz .
|z]=r <

13
]{ Y 2dz.
sa2+9y2—36=0 (2 — 4)%(2° + 3)

g 1
dz .
o= 427 + 122413
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Serii Fourier

4.1 Baze ortogonale intr-un spatiu vec-
torial Hilbert

Definitie 4.1.1. Un spatiu vectorial real H inzestrat cu un produs
scalar (-,-) cu proprietatea ca orice gir fundamental este convergent
in raport cu topologia determinata pe H de norma || - || indusa de
produsul scalar (-, ) se numeste spatiu Hilbert.

Definitie 4.1.2. Fie H un spatiu Hilbert, iar S = {v;};c; o familie
de vectori din H. Familia S se numeste sistem ortogonal daca
(vi,v;) =0, (V)i,j € 1,i # j. O familie ortogonala S = {v; };es se
numeste sistem ortonormat daca ||v;|| = 1, (V)i € I.

Propozitie 4.1.3. Daca S C H este o familie ortogonala de vector:
nenuli din spatiul Hilbert H, S este un sistem liniar independent.

Demonstratie. Fie vy,...,v, € S oarecare si a1, ...,a, € R ast-
fel incat aqvy + ...+ a,v, = 0. Atunci

1 1 S

;= ——ai|[vi||* = —=(vs, qyui+. . Fav,) =0 (V)i=1,n,
[|vil v [?

astfel ca S este liniar independent. O
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Definitie 4.1.4. Fie S = {v;};e; o familie ortogonala de elemente
nenule din spatiul Hilbert H, iar x € ‘H. Coeficientii Fourier ai
elementului = in raport cu familia ortogonala S sunt numerele

reale ¢;(r) = flffhg, iel.

Propozitie 4.1.5. Dacd S = {vy,...,v,} CH este o familie ortog-
onald, v € H un vector oarecare, iar c;, i = 1,n coeficientii Fourier
ai elementului x in raport cu S, atunci pentru orice numere reale
bi, i = 1,n are loc inegalitatea

n n
e = bl > |lz =) civill
=1 1

1=

Demonstratie. Pentru orice b; € R, i = 1,n avem

=D bl P = el =2 bid, o) + Y B[l =
=1 =1 =1

n n n
= ||z — ZCM'W + Z(bi —ci)?|[vil|? > ||z = ZCMHQ-
=1 =1 =1
O

Observatie 4.1.6. In conditiile propozitiei de mai sus, are loc egal-
itatea

n n n
o =D eawnll® =l =23 st vi) + 3 il =
=1 =1

=1

n

=[] =Y il >,

=1

astfel ca
n

Y ol < Yl

=1
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Corolar 4.1.7. Dacd S = {v,}nen € H este o familie ortogonald
numdrabila de vectori nenuli, x € 'H un vector, iar c,, n € N sunt
coeficientii Fourier ai elementulut x in raport cu S, atunci seria

[e's)
> clloal
n=1

este convergentd, cu suma

o0

> clloall? < Jlz]P?.

n=1

In particular, daca S este o familie ortonormata, atunci

o0

Yo <l

n=1

Corolar 4.1.8. In conditiile corolarului de mai sus, seria Y c,v,
n=1
este convergentd in spatiul Hilbert H.

Definitie 4.1.9. O familie de elemente {v;};c; C H se numeste
familie totala daca pentru x € ‘H are loc echivalenta

=0y (z,v) =0, (V)iel.

Propozitie 4.1.10. Conditia necesard si suficientd ca o familie
ortogonald de elemente sa formeze o baza intr-un spativ Hilbert
este ca ea sa fie totald.

Propozitie 4.1.11. Fie S = {v,}neny € H este o familie ortog-
onala de vectori nenuli. Conditia necesard si suficientd ca S sd
formeze o baza in H este ca pentru orice vector x € H sa aiba loc

egalitatea
o0
> allonll? = |2
n=1

Observatie 4.1.12. Egalitatea de mai sus poarta numele de ecuatia
de inchidere a familiei S sau conditia lui Parseval.
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4.2 Spatiul L (D). Serii trigonometrice

Definitie 4.2.1. Fie D C R o mul{ime compacta, iar L%(D)
multimea functiilor reale de patrat integrabil definite pe D. Spatiul
cat al acestuia 1n raport cu relatia de echivalenta ~ definita prin

f~g<= f=g apt.

(a.p.t.="aproape peste tot”, i.e., daca Dy, = {x € R|f(z) #
g(x)}, atunci inf{3_, cn(bn = an)| Dyg © Upen(an, bn)} = 0), se
noteaza cu L (D). Acesta este un spatiu vectorial real in raport cu
operatiile de adunare a claselor de functii, respectiv de inmultire a

acestora cu scalari. De asemenea, putem defini un produs scalar pe
2 .
Lz (D) prin

(.9 = [ fagla)de.
D
Propozitie 4.2.2. In raport cu aceste operatii, L%(D) este un
spativ Hilbert.

Observatie 4.2.3. Pentru simplitatea scrierii, vom identifica clasa
f € LA(D) a unei functii f cu functia insisi, si vom intelege ca
egalitatile de functii care apare sunt egalitati a.p.t.

Observatie 4.2.4. Se stie ca pentru orice [ > 0, orice functie
f € LA([—1,1]) este limita uniforma a unui sir de functii continue,
care pot fi alese polinoame, sau polinoame trigonometrice.

Propozitie 4.2.5. Familia de functii {1} U {cos™*, sin™7* },en-
este ortogonald.

Demonstratie. Intr-adevar,

!
(l,cosnlﬂ) = / cosnlﬂ de=0 , (V)n e N",
-1

I
(1, smnlﬂ) = / sin@ de =0 , (V)n e N",
-1
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I
mrxr  nrr mrr  nwx
(cos ,COS——) = / cos cos—dr =0 ,m #n,
l l LT l
!
. mmr . nwx . mrr . nux
(sin , Sin——) = / sin sin——dr =0 ,m #n,
z l IR l
!
mrr . nux mrx . nwx
<COST’SWT> :/ €08 ——sin—— dxr=0,m,n € N*.
I

Rezulta ca familia data de functii este intr-adevar ortogonala. [

Corolar 4.2.6. Fiind densad si ortogonald, familia de functii {1} U
{cos™2 sin™2}, cn- este o bazd pentru L ([—1,1]).

Corolar 4.2.7. Dacd pentru o functie datd f € Li([—1,1]), notam
coeficientii Fourier fatd de baza de mai sus cu

M— /f cos—d:z: (n e N),

cos
|lcos ™= 1|2 l
respectiv
W = / f SZTLT dx (TL S N*)
atunci

+ Z (ancos + b, smnlﬂ> )

Observatie 4.2.8. Daca functia f € Li([—[,1]) este para, atunci

9
zi/f(x)cosgdx (n e N),
0

respectiv b, = 0, (V)n > 0.
Daca functia f € L4([—1,1]) este impar4, atunci

9 [l
zi/f@)sinnlﬂd:x (n € N),
0

respectiv a, =0, (V)n € N.
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4.3 Probleme propuse

Problema 4.1. Sa se determine seriile Fourier ale urméatoarelor

functii periodice de perioada T' = 27, date pe intervalul I de
lungime 27 prin
a)
F(t) = QS;(W)cos(t) I = (—m,7]
b)
£(t) = 28;<7T)3¢n(t) 1= (—m,7]
c)
sin(t) ,te (0,m)
f(t):{() ,t € [m, 2m].
d)
-1 nm
e)
- 21— e
y
_ mcos(at) _
1) 2sin(at) ' = (=mm].
g)
f(t) = 5_+COS@ , I =(0,2n].
h)
F(t) = #{iﬁ@) T =(0,2n].
i)
() ! I=1(0,27].

T 5+ 3sin(t)
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Problema 4.2. Sa se demonstreze identitatile:
a)

ZT cos(nf) rcos(6) — r?
T 1- 2rcos(0) +r?

b)
= . B rsin(6)
Z risin(nf) = 1 —2rcos(0) +1r?"
n=1
c)
1 1 )
Z grncos(ne) = —§ln(1 — 2rcos(6) +17) .

S
Il
—

1 (n) ; rsin(6)
—r"sin(nf) = arc :
IT- 2rcos(6) + r?

518

n=1

Problema 4.3. Sa se dezvolte functia f : (0,1) — R, f(t) = 1—t
a) in serie de cosinus.
b) in serie de sinus.

Problema 4.4. Sa se dezvolte in serie Fourier functiile
a) f(t) = cos(cos(t)) - ch(sin(t)), —m <t < .
b) f(t) = sin(cos(t)) - sh(sin(t)), —m <t < .
c

)

ft) = 1 Esin(t) - 1cos(t) —T<t<m.
2 2 4 ’
d)
1

f(t) = sint - ln(2)cos(%) — Zsz'n(t) , T <t<m.
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Capitolul 5

Functii speciale

5.1 Functiile Gamma si Beta ale lui Eu-
ler

5.1.1 Functia Gamma

Definitie 5.1.1. Functia Gamma alui Euler(sau integrala eu-
leriana de speta a doua) este functia I' definita prin

F(z):/ e '* 1 dt .
0

Observatie 5.1.2. Functia I' se poate reprezenta ca suma a doua
functii ¢ si w:

1 [e9)
[(z) = / e " ldt + / e Tt = ¢(2) + w(2).
0 1

Functia w(z) = floo e~ 't*~1dt este continua, poate fi definita pentru

orice z € C, si poate fi scrisa sub forma

w(z) = / h e~ ldt = / h e+ (E=1in() gy
1 1

Pentru z dintr-un domeniu marginit Q C C, cu Re(z) < xg, avem
ca
‘eftJr(zfl)ln(t)‘ < eftJr(:rofl)ln(t) — efttzofl )

99
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Cum integrala floo e~tt*~1dt este convergenta, integrala care da
functia w(z) este uniform convergenta pe 2. Cum domeniul marginit
(2 este oarecare, w este o functie intreaga pe C.

In ceea ce priveste functia ¢, folosind dezvoltarea in serie a
functiei exponentiale, avem

n

()_/1 ttZIdt_/ltZIi(—l)nz _i<_1)n 1
PE= 06 —Jo e n! nl z+4+n

n=0

Functia ¢ este meromorfa, avand poli simpli in punctele de forma

—n, n € N, cu reziduurile (—711')”. Rezulta ca functia I' este de

< . . LN T .
asemenea meromorfa cu reziduurile % in polii simpli —n, n € N.

Observatie 5.1.3. Pentru orice z € C\ (—N) avem
I(z+1) = / e 't dt = z/ e 't = 2T(2).
0 0

Cum I'(1) = [ e 'dt =1, obtinem ca I'(n + 1) = nl, (V)n € N.
Propozitie 5.1.4. Functia I verifica identitatea

m
I'z)lr'il—=z) = .
()11 = 2) sin(mz)
Corolar 5.1.5. .
r (—) =./7.
2
Demonstratie. Pentru z = 3, avem cd I'*(3) = == =, §i cum
I'(3) > 0, se obtine ca I'(3) = /7. O
Observatie 5.1.6. Deoarece ™' = lim (1 — £)", avem ca
- —tyz—1 : " t " z—1
F(z):/ e 't dt = lim (1——) " dt .
0 n—Jo n

Efectuand in integrala de mai sus schimbarea de variabila t = nu,
putem scrie
n!-n?

1
I'(z) = 1 z 1 —uw)"uw"tdt = 1i .
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Observatie 5.1.7. Folosind expresia de mai sus, avem ca

1
I

) Lt g+3+otyg =)z,
2(142) (T4+2) - (14 2) emshatata)

= lim,, o €

astfel ca

1 it z 2
= ze* 1 _> T
e ze H ( + - e n,

n=1
unde 7 este constanta lui Euler, data de

1 1 1
v = lim (1+—+—+...~|———ln(n)).
n

Propozitie 5.1.8. Pentru orice n € N* are loc egalitatea

F(Z)F(z+%>F(z+%)...I‘(ern;l) _

= (27) %(”_l)n%_”zl"(nz) :

5.1.2 Functia Beta

Definitie 5.1.9. Functia Beta a lui Euler(sau integrala eule-
riana de speta intai) este definita prin

B(p,q):/o 2P(1 — x)%dx

care are sens pentru p,q € C cu Re(p), Re(q) > 0.

Observatie 5.1.10. Cu schimbarea de variabila y = 1 — z, se
obtine imediat ca

B(q,p) = B(p,q) -

Observatie 5.1.11. Integrand prin parti, avem ca

q
B(p,q+1) = ]—?B(erLQ)-
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Observatie 5.1.12. Pentru orice numere complexe p,q € C, cu
Re(p), Re(q) > 0, are loc

L'(p)(q) :/ / e " uP o M dudy =
o Jo

= 4/00 /OO e_”"z_y2:172p_1y2q_1da:dy,
o Jo

de unde, trecand la coordonate polare, obtinem

oo 3
L(p)T(q) = 4/ 6_7”27“2(7’”)_1(17“/ cos?(a)sin® (a)do .
0 0
Cu schimbarile de variabila ¢ = 72, respectiv w = cos?(«a)
2/ e T2t gy = / e P lat =T(p +q),
0 0
s
z 1
2/ cos 1 (a)sin® (a)da = / w” (1 —w) ' = B(p,q).
0 0

Prin urmare, obtinem identitatea

L(p)'(q) =T(p+q)B(p,q),

astfel ca putem exprima functia Beta in functie de functia Gamma
prin

I'(p)I'(q
B(p,q) = Helllg)
I'(p+aq)
Propozitie 5.1.13. Functia Beta verifica egalitdtile
1
B(z,1) = -
(1) =
T
B(z,1 =
(,1=2) sin(rz)
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Demonstratie. Intr-adevar,

z—1 z—1 1
B(z,l)—/ (1—t)1—1dt_/ dt = —.
t t

De asemenea,

B<Z’1_Z):W:F(2)F(l—z): ™

Pentru ultima egalitate avem

Wlmzdzfzw@ma_\ﬁm@_F@N@:B(lﬁ
’ 2 27 )"

I'(22) L(z+1) T(z+3)

5.2 Polinoame ortogonale

5.2.1 Proprietati generale

Definitie 5.2.1. Fie p : (a,b) — R o functie nenegativa. Pe
spatiul vectorial £2(a,b) al functiilor de patrat integrabil pe inter-
valul (a,b) se poate defini produsul scalar

umz/fmmwmw.

Functia p se numeste in acest caz ponderea produsului scalar
<'7 >

Observatie 5.2.2. Avand data o baza intr-un spatiu vectorial
inzestrat cu un produs scalar, prin procedeul de ortogonalizare al
lui Schmidt se poate obtine o baza ortogonala.

Observatie 5.2.3. Deoarece subspatiul functiilor polinomoale este
dens in £%(a,b), orice baza a spatiului acestora devine prin ortogo-
nalizare o baza ortogonala in £%(a,b). In particular, pornind de la
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baza {1,z,2% ... 2", ...} se obtine un gir de polinoame {p, () }nen
care verifica urmatoarele proprietati:

b
(pm (), pn(2)) = / Pm(@)pn(2)p(2)dr =0, (V)m,n e N, m #n,

b
(2™ pp(x)) = / " pp(x)p(x)de =0 , (V)m,n e N, m <n.

Propozitie 5.2.4. Fie {p,(z)}nen 0 baza ortogonald de polinoame
construita ca in observatia precedentda in raport cu un produs scalar
de pondere p. Dacd d,, = ||p.(2)]|, iar pu(z) = apa™ + bz 1 +. .,
cu a, # 0, atunci are loc relatia de recurentd

Qp bn bn 1 An—1 di
l’pn(fﬁ) = a +1pn+1<x> + (CL_ - a :::1> pn(x) + a dg_pn—l(x) .
n n n n n—1

Demonstratie. Deoarece gradul polinomului zp,(z) este n + 1,
acesta se poate exprima in functie de polinoamele py(z), p1(x), ...,
Pn(T), Pny1(x), folosind relatia

> S il o).

xpn () =
k=0

Cvum (xpn (), pr(x)) = (pu(z), zpr(x)) = 0, (V)k < n — 1, obtinem

) = 3 PR ) -

= Cn+1pn+1<x> + Cnpn(x> + Cn—lpn—1(37> .

Identificand coeficientii termenilor de grad n 4+ 1 si n, rezulta ca
Gp = Cpi1Gni1 , respectiv b, = c,i1bni1 + Cray,

astfel ca
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Rezulta astfel ca

G

/ (@) ()p(@)d = d2,, 2

CLn—&—l

Inlocuind in aceasta egalitate n cu n — 1 rezulta ca

b
Ay
| apa@ps@pla)d = 2=

Qn
de unde
1 b Ap—1 di
o = o [ o @pla)ds = B
Relatia din enunt este acum demonstrata. O

Corolar 5.2.5. Cu notatuile din propozitia precedenta are loc relatia

(lui Darbouz-Christoffel):

Z L (@)p L an pns1i(2)pn(y) — Pu(@)Pnia (v)
d2 ()il d An+1 r—y '

Definitie 5.2.6. Se numesc polinoame ortogonale clasice poli-
noamele ortogonale {p,(z)}nen construite in raport cu produsul
scalar de pondere p, pondere care verifica ecuatia diferentiala

(o(x)p(x))" = 7(x)p(2) , (5.1)

unde 7 este un polinom de grad 1, o este dat de

(x —a)(b—z) daca a,beR

o(z) = r—a daca a € R,b = 0
) b—x dacd a = —o00,b € R
1 daca a = —00,b = 0,

si
lim z"o(x)p(z) = lim 2"o(x)p(x) =0 , (V)n € N. (5.2)

r—a r—b
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Observatie 5.2.7. Din ecuatia diferentiala (5.1) si conditiile la
limita (5.2), obtinem expresia functiei p :

( (2 —a)*(b—x)° ,a:%—l,ﬁ:—%—l

(a,b € R)
(x—a)e*™ @  a=71(a) -1
p(x) = (a € R,b= o0)

(b—z)leem@ = _—1(b) -1
(a = —00,b € R)
(a = —00,b = 00).

\ eT(.’E)d.T
In plus, functia 7 verifica urmatoarele restrictii:
i) 7(a) > 0, daca a € R;

ii) 7(b) < 0, daca b € R;

iii) tau'(z) < 0, (V)x € (a,b).

Propozitie 5.2.8. Dacd {p,}nen sunt polinoame ortogonale cla-
sice in raport cu ponderea p, si functitle o $1 T ca in definitia 5.2.6,
atunci deriatele pq(zm sunt de asemenea polinoame ortogonale cla-
sice in raport cu ponderea p,, = o™ (x)p(x), care verifica ecuatia
diferentiald

(0(2)pm(2)) = T (@) prm () ,

unde T, (x) = mo'(x) + 7(x), respectiv conditiile la limitd

lim z%0(x)pp(z) = limbxka(x)pm(x) =0.

r—a

Propozitie 5.2.9. Polinoamele ortogonale clasice {p,}nen date de
5.2.6 verifica ecuatia diferentiala de ordin 2

o(x)p,(x) +7(2)p, (x) + Anpn(x) = 0,
unde A, = —n (7'(z) + 3(n — 1)0”(z)).

Observatie 5.2.10. Notand
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m—1
nla
A pu— _— n 1 pu— n
nm ( 1) H >\nk S1 An Ann’
k=0
se obtin relatiile
1
pu(z) = Ay— - (c™(z)p(z))™ | (V)n € N,
(z) p(x)(()()) (V)

relatii care poarta numele de formula generalizata a lui Ro-
drigues.

5.2.2 Polinoamele lui Jacobi

Definitie 5.2.11. Polinoamele Jacobi P%* unde a, 8 € (—1,00),
sunt polinoamele ortogonale clasice definite pe intervalul (—1,1) in

raport cu ponderea p(z) = (z+1)%(1—2)?, cu functiile o(r) = 1—2?

siT(x)=—(a+B+2)x+a—p0.

Polinoamele lui Legendre

Definitie 5.2.12. Polinoamele Legendre P, sunt polinoamele
Jacobi PY? obtinute pentru valorile a = 3 = 0.

Observatie 5.2.13. Polinoamele Legendre P, sunt polinoamele or-
togonale clasice definite pe intervalul (—1,1) in raport cu ponderea
p(z) =1, si functiile o(z) = 1 — 2% 5i 7(z) = —2z.

Propozitie 5.2.14. Polinoamele Legendre P, verifica urmdtoarele

relatii:
1
/ P(x)P,(x)dx = { 0 9 m 7_é "

1 g1 oM ="

(1 —2H)P!(x) — 2zP.(z) +n(n+1)P,(z) =0 , (V)z € (—1,1)
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Mz e (-1,1),z€C, |z] <1

m ZP ’
Pl<1 (e (-]

(1 )Poss () — (20 + DP(x) + nPos(z) = 0
Put(s) —2Pile) = (4 DR

e, (x) — P)_y(x) = nPy(x)

P (@) = Py (@) = (2n+ 1) P (o)

(1= 2%)Py(x) = n(Pacs(2) — 2P, ()

B (=1)*@2n —2K) .,
P.(r) = kzo 2nkl(n — k)(n — Qk)!x

1
PO(x):l’ Pl(l‘):l’, P2($)25(3[E2—1),
1
g(35954 —302° + 3),
1
Ps(z) = §(63x5 — 702° + 15z)

P,(z) = 1 /W(I + Va2 —1-cos(a))"da

™ Jo

Pya) = 250" = 30). Pila) =

Propozitie 5.2.15. Pentru orice functie f € L3(—1,1) are loc

= CuP(x)

unde C,, = 5L [ f(2) P, (z)da.

Polinoamele lui Cebisev

Definitie 5.2.16. Polinoamele Cebisev de speta intai 7}, sunt

11
polinoamele Jacobi P, ?’ ? obtinute pentru a = 8 = —%.

Observatie 5.2.17. Polinoamele T,, pot fi definite prin egalitatile
T.(z) = cos(n - arccos(x)) ,(V)xr € (—1,1).
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Observatie 5.2.18. Polinoamele 7, sunt polinoamele ortogonale
clasice pe intervalul (—1,1) in raport cu ponderea p(z) = \/1£7, si
functiile o(z) =1 — 22 5i 7(z) = —x.

Propozitie 5.2.19. Polinoamele Cebisev de speta intai T, verifica
urmdtoarele relatii:

2)T(x) 0 .m#n
—————dr=¢ 5 ,m=n#0
-1 V1-a? T m=n=0
(1 — 2T (x) — 2T (z) + n*Tp(z) =

(1)1 — 22 NG
Tl@) = 5 =7 <(1 —%) 2)>

1—2xzz
T, ( re(—1,1), z e C, <1
1— 222+ 22 Z ( ) 2 2l

xTn( ) —i— nT,_1(x)

n—2k

(—1)F(n — k—1)12n2
El(n — 2k)!
To(z) =1, Ti(z)=z, Ty(z)=22"—-1, Ty(z)=42"— 3z,
Ty(z) = 82" —8x* +1, Ts(x) = 162° — 202> + 5z
Propozitie 5.2.20. Pentru orice functie f € L3(—1,1) are loc

unde ¢y = 1 _11 \/fl(—j%dw, Cp = %f_ll f(a?z(f)dx, (V)n>1
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Definitie 5.2.21. Pohnoamele Cebisev de speta a doua U,

1

sunt polinoamele Jacobi P >3 obtinute pentru a = 3 = 3.

Observatie 5.2.22. Polinoamele U,, pot fi definite prin egalitatile

sin((n + 1)arccos(x))

Un(z) =

,(V)x e (—-1,1).

sin(arccos(x))

Observatie 5.2.23. Polinoamele U,, sunt polinoamele ortogonale
clasice pe intervalul (—1, 1) in raport cu ponderea p(x) = v/1 — x2,
gi functiile o(x) =1 — 22 §i 7(x) = —3z.

Propozitie 5.2.24. Polinoamele lui Cebisev de speta a doua U,
verificd relatiile:
! 0 ,m#n
/ U (z2)Up(2)V1 — 22dx = { S
1 3 m=n

(1 —2*)U"(x) — 32U (x) + n(n + 2)U,(x) = 0

(=) 1) e\ ®
Unla) = (2n + DHV1 — 22 <(1 ) )>

1—2xz—|—z2 Z M)z e (-1,1),z€C, |z| < 1

n=0

|Un(2)] <n+1

Un(x):O:>x€{cos( h 77)|k:1,_n}
n+1

Upi1(x) + Up_1(x) = 22U, (x)
(1 — 23U (z) = —nzU,(z) + (n + 1)U, _1 ()
L

]

N3

Un(@ =

k=0
Uz) =1, Uylx)=2x, Uyx)=42>—-1, Us(z)=282z"—4z,
Uy(z) = 162" — 122° + 1, Us(z) = 322° — 322° + 6

(=D (n = k)27 2% o
Kl(n—2k)!
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Propozitie 5.2.25. Pentru orice functie f € L3(—1,1) are loc
f(.T) = Z CnUn(m) )
n=0

unde ¢y = %fjl fx)V1—22dz, ¢, = %fjl f(@)U,(x)V1 — 22dz,
(V)n > 1.

5.2.3 Polinoamele lui Laguerre

Definitie 5.2.26. Polinoamele lui Laguerre L sunt polinoamele
ortogonale clasice definite pe intervalul (0, c0) in raport cu ponderea
p(r) = x%~ ", ¢i functiile o(z) =z si 7(x) = -z + a + 1.

Propozitie 5.2.27. Polinoamele L ale lui Laguerre verificd relatiile:

/0 Ly (z) Ly (x)x%e dx_{%F(n—i—l—f—a) m=n

o(LE(2)) + (1 +a—x)(LS(z)) +nl%(z) =0
1

L (z) = axae’x(x”me’x)(”)
ﬁefi _ nZ:OLg(x)z” (W)zeC, |2 <1
(n+ 1Ly () + (v —2n —1—a)Ly(z) + (n+a)Ly_(z) =0
(L3)' () = (L_y)'(x) + Ly (2) = 0

arn = (CDT(n+1+0a) B
L ($>_Zk!(n—k)!F(k+1+a)$k_

(-D*n+a)(n—14+a)-...-(k+1+a) ,

= €T

kl(n — k)!
L) =1, L) =—s+a+1,
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L3(x) = %xQ —(a+2)z + (a+1)2(0‘+2) 7

Lo(z) = _%9534—@ ;— 3x2_(a + 3)2(a + 2)$+(oz +3)(« g— 2)(a+1)

1 «@ > (o7
L% (z) = —ex2/ t" et (2Vat)dt
0

n!

unde J, este functia lui Bessel de prima speta.

Propozitie 5.2.28. Pentru orice functie f € L£4(0,00) are loc

=S G)
n=0

— o ,—XT
unde , C, = F(n+a+1 fo x)r¥e *dx.

5.2.4 Polinoamele lui Hermite

Definitie 5.2.29. Polinoamele lui Hermite H, sunt polinoamele

ortogonale clasice definite pe intervalul R = (—o0, 00) cu ponderea
_ 2 . .. .

p(x) =e " si functiile o(x) =1 i 7(x) = —2z.

Propozitie 5.2.30. Polinoamele H, ale lut Hermite verifica relatiile:

/_oo Hm(a:)Hn(x)e_x2d:v = { g"n'ﬁ m#n

H/(z) — 2zH) (x) + 2nH,(z) =0
Ha(@) = (1) (o)

0o
2xz 22 E :l
n!

n=0

o 1
H,(2)| < ——e"T (” + )
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H, 1 (x) —22H,(z) + 2nH,_1(x) =0
H! (x) =2nH, 1(z)

13 .
(_1>k2 an!xn—Qk

El(n — 2k)!

Ho(z) =1, Hi(r)=2z, H(z)=42>~-2,
Hy(r) = 82° — 122, Hy(x) = 162" — 482% + 12,

Hs(z) = 322° — 1602° + 120z

_1 n22n+1 [e’¢)
Hy,(x) = %eﬁ/ e cos(2at)dt
™ —00

-1 n22n+2 00
Hopia(z) = ()Texz/ t2"+le’t25in(2xt)dt
m _

Propozitie 5.2.31. Pentru orice functie f € L3(R) are loc

o0

flz) = Z CnHy(z),
n=0
unde , Cp, = m I f(x)Hy(x)e " da.

5.3 Functiile lui Bessel
5.3.1
Definitie 5.3.1. Ecuatia diferentiala
2y (2) + 2y (2) + (2° = *)y(2) = 0,

unde v € R sau v € C este un parametru fixat, iar z € R sau z € C,
se numeste ecuatia diferentiala a lui Bessel. Orice solutie a unei
ecuatii diferentiale Bessel se numegte functie Bessel.
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Observatie 5.3.2. Cau tand pentru ecuatia lui Bessel o solutie
de forma y(z) = 2°> "7, ¢,2", prin identificarea coeficientiilor in
ecuatia Bessel se obtin relatiile

(pz_VQ)Cozoa ((p+1)2—y2)01207
(p+n)?—vHe, =cpa, (V)n>2.

Putem presupune ca ¢y # 0, astfel cd p?> = v?. Obtinem ca p = v

sau p = —v. Pentru p = v, daca 2v+1 # 0, atunci ¢; = 0 gi rezulta
ca
01203:...:Cgk+1:...20,
lar
(=Dfe

Col = 2%k v+ (v +2)...(v+ k)’

Cum (v+1)(r+2)...(v+k) = F(Fy(ﬁj)l), rezulta ca

(—=1)kcol(v + 1)
22K (v +k+1)

Cop, =

Definitie 5.3.3. Functia Bessel de speta intai si ordin v J,
este functia Bessel construita ca serie de puteri ca mai sus pentru

p = v si astfel Incat ¢y = m

Observatie 5.3.4. Tinand cont relatiile dintre coeficientii ¢,,, obtinem
ca

v . (_1)k 2k
Ju(z) == 22”+2kklr(1/—i—k+l)z -

O S ()"

J, este o functie olomorfa pe C pentru v € N, respectiv pe C\ S
daca v ¢ N, unde S este o semidreapta cu originea in 0.

Propozitie 5.3.5. Pentru v & Z, J, si J_, formezd un sistem
fundamental de solutit pentru ecuatia lui Bessel.
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Demonstratie. Deoarece dimensiunea spatiului solutiilor ecuatiei
Bessel este 2, este suficient sa aratam ca functiile J, si J_, sunt
independente. Cum wronskianul celor doua functii este

21sin(vm)
W), o (2) = -2,
pentru v & Z, avem W (J,(2),J_,(2)) # 0, astfel ca J, si J_, sunt
independente. []

Observatie 5.3.6. Pentru v = n € N avem

Tn(2) = (=1)"J,(2).

Definitie 5.3.7. Functia lui Bessel de speta a doua Y, este
functia definita prin

Yo(z) = (cos(vm)J,(z) — J-,(2)) , dacav ¢ Z,

sin(vm)
respectiv
, 1 (0J,(2 L0J (2
o) = fim Yile) = 7 (2R - 25,

pentru n € N.

Definitie 5.3.8. Functiile lui Bessel de speta a treia oy si H?
(numite si functiile lui Hankel), sunt functiile definite prin

HWY(2) = J,(2) +iY,(2), HZ(2) = J,(2) —iY,(2).

n

Propozitie 5.3.9. Daca {C,} este una dintre familiile de functii
Bessel {J,}, {Y.,}, {H } sau {H } au loc relatiile:

Cy1(2) + Copa(z) = 20, (2)
Cy1(2) = Cuya(z) = 2C,(2)
200 (2) + vCy,(2) = 2C,_1(2)
wCile) y0(2) = —zCon(9
(2"Cu(2)) = ~1(2)

(- C,(2) = —2Con(2)
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Propozitie 5.3.10. Functiile Bessel admit urmadatoarele reprezentari
integrale:

Ju(z) = m <§>V/_t(1—t2)”écos(tz)dt, <Re(u) > —%)

Y, (z) = 1 /07r sin(zsin(a) — va)da—

/e

——/ (e + e Weos(vm))e *"Ddt v e C
0

T

HY(z) = /= 2 etE /°° et (10 )
v I'(v+ 2 ) 2z ’
(et )

HP(2) / 2 T D /OO —ty—3 (1 it dt

Z) = e -
v T(w+1) ) 2z ’

Propozitie 5.3.11. Functiile Bessel de speta intai J, de indice
intreg verificd relatiile

D= T2t

zzsm(cp) Z J zngo
cos(z sin(yp Z Jn(z)cos(ng) = Jo(2) + 2 Z Jon(2)cos(2n¢p)
n=-—00 n=1

sin(z sin(p)) = Z Jn(2)sin(ng) = 2 Z Jon—1(z)sin((2n — 1)p)

n=—o00 n=1
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Jon(2) = 1 /07r cos(z sin(p))cos(2np)dy (n € N)

™

Jon-1(z) = %/Oﬂ sin(z sin(p))sin((2n — 1)p)dy (n € N¥)

Jn(2) = ! /07T cos(ny — z sin(p))dye

™

a+b ij

Jo(v/a? 4 b2 + 2ab cos(a)) = b) + 2 Z Je(a)Jx(b)cos(ka)
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5.4 Probleme propuse

Problema 5.1. Sa se verifice urmatoarele egalitati:

a)

1-5-9-13-..-(%-3):%.
b) 1
14710+ .- (3n—2)= > FF(?;)F 3)

M= 1357 (1) = 2L tE) 2L
(20D =13:5T (20 -1) = =y WP( +2).
d)

2-5-8-11-...~(3n—1):3nrr(?2;r§)
e) )
3.7 ledot15 - .- (4n—1) — - FF(EZ) )

Problema 5.2. Sa se stabileasca inegalitatea |I'(a+i06)| < [T'(a)].

Problema 5.3. Sa se calculeze produsul

A:F(l)r(z) ...r("_2)r(”_1) ,n €N
n n n n
Problema 5.4. Sa se calculeze integralele
f x " Wdx, m > —1,n>0,p> —1.
)fo pdw Re(p ) > —1.
c)faa—i—xpla 7)1 Re(p) > 0, Re(q) > 0.

d) [ 2?11 — 2™ m > 0, Re(p) > 0, Re(q) > 0.
-1
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e) fol(l — zP)xtdx, p,q € N.

f) %
/O mde
)
g /0 J1— %sinQ(G) d
h)

o0 xm
—d b>0,0< 1< .
/0 (a—l—bx")p x, a, ) m + np

< 1
/ de, neNmn>1.
0 1—1—1‘”

Problema 5.5. Sa se arate ca polinoamele lui Legendre verifica
urmatoarele egalitati

a)

2(n+1) _
1 GrahEnsy o m=ntl
/ TP (7) Po(z)de = § 2 ,m=mn—1
! 0 ,m#FEn—1lm#n+1.

' 2P, (2) Py (z)dz = 0.
2P, (z)Py(x >da: = —(J%S’ZJJJ -
d) jl(l T )Pl2< ) 2n(n+1) . f Pl )d m(m—l—l),

2nt1
m<n,m= n(mod?).

Problema 5.6. Verificati urmatoarele dezvoltari in serie de poli-

noame Cebi@ev:
om 1 m—1

= 22m Zk:o 2m+1T2m—2k+1($)

b) x
c) arccos(x) = § — % >, %2111()562)_

d) arcsin(z) = 2 ZOO T;’;:Lllx)
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) VI—a?=2- 1%, Y.
f) In(1+x) = —In(2 )—l—ZZn:l

17,14z _ N~ Toan—i(2)
g) 4lnl—x o Zn:l 2n—1 °

-y~ T, (z).



Capitolul 6

Teoria probabilitatilor

6.1 Camp de probabilitate

6.1.1 Introducere

7 norocos?

Romanii considerau cd exista trei moduri de a obtine suma 7 atunci
cand sunt aruncate doud zaruri: 6 cu 1, 5 cu 2, sau 4 cu 3. De
asemenea, existd trei moduri de a obfine suma 6: 5 cu 1, 4 cu 2,
sau 8 cu 3. Astfel, sansa ca suma sa fie 7 ar trebui sa coincidd
cu sansa ca suma sd fie 6. Totusi, in practica, ei constatau cd
suma 7 apare mai des decat suma 6. Acest lucru si-l explicau prin
interventia divind in favoarea "norocosului”7.

Quinta roiala!

Chinta regala este mana cea mai valoroasa in jocul de poker. Dintre
cele 2.598.960 maini care pot sa apard la impdrtirea cartilor dintr-
un pachet de 52 de carti, doar 4 sunt chinte regale. Astfel, sansa
de a obtine o chintd regald este de 4/2.598.960, adica 0,000154%.

Istorie
Probabilitatile sunt folosite in prezent in foarte multe domenii,
printre care ar fi finantele publice, medicina, asigurarile, testele

121
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si evaluarile educationale, genetica, previziunile meteorologice, teo-
ria investitiilor, sondajele de opinie, stiintele naturale, jocurile de
noroc, si multe altele. Arheologii au descoperit in Egipt artefacte
folosite in jocurile de noroc datand din 3000 A.D.

Probleme matematice legate de jocurile de noroc au fost studiate
de catre un numar de matematicieni renascentisti. Italianul Giro-
lamo Cardano(1501-1576, cunoscut si pentru formula lui Cardano
de rezolvare a ecuatiei de grad 3) a prezentat in cartea sa Liber
de Ludo Aleae(carte asupra jocurilor de zaruri) unul dintre primele
calcule sistematice de probabilitati. Chiar daca este in esenta un
manual pentru pariori, aceasta carte este considerata prima carte
scrisa despre probabilitati.

In secolul urmator, mai precis pe parcursul a catorva luni din
anul 1654, intr-un schimb de scrisori celebru, matematicenii francezi
Blaise Pascal(1623-1662) si Pierre de Fermat(1601-1665), au pus
impreuna bazele teoriei probabilitatilor, incercand sa raspunda la
doua probleme ridicate de un celebru parior al vremii - Cavalerul
de Méré.

In prima problemd propusd de Cavalerul de Méré, acesta il intreba
pe Pascal in care din urmdtoarele doud jocuri de zaruri are sanse
mai mari de a castiga:

a) Un jucator aruncd un zar de 4 ori consecutiv. El castigd jocul
daca la cel putin una dintre aruncdri obtine fata 6.

b) Un jucdtor arunca doud zaruri de 24 ori consecutiv. El cadstigd
jocul daca la cel putin una dintre aruncari obtine dubla 6 — 6.

In a doua problemd, Cavalerul de Méré descria urmdtoarea situatie:
Doi jucdtori, A si B, joacd un joc de noroc in care sansele de castig
a unei partide sunt egale. Dacd jocul este compus din trei par-
tide, jucatorul A a castigat prima partidd, dar apoti jocul a trebuit
intrerupt din motive independente de cei doi jucdtori, care este cel
mai corect mod de impdrtire a mizei(finand cont de faptul cd la
scorul de 1 —0, jucdtorul A are sanse mai mari de a castiga jocul)?

In 1657 matematicianul si fizicianul olandez Christian Huygens a
publicat primul tratat bazat pe corespondenta dintre Pascal si Fer-
mat asupra teoriei probabilitatilor, De Rationiciis de Ludo Aleae
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(Asupra argumentarii in jocurile de zaruri), care contine prima
referire la conceptul de speranta matematica.

Matematicianul elvetian Jacob Bernoulli(1654-1705), unul dintre
membrii unei faimoase familii de matematicieni si fizicieni, a stabilit
in cartea sa Ars Conjectandi(arta conjecturii) o serie de principii
fundamentale. Intre aceastea, el a observat ca o acuratete mai
mare a probabilitatii se poate obtine prin marirea numarului de
efectuari ale unui experiment. Aceasta teorema, numita gi teorema
lui Bernoulli, este cunoscuta ca Legea numerelor mari.

Daca majoritatea lucrarilor publicate pana pe la 1800 asupra
teoriei probabilitatilor se refereau la zaruri sau alte jocuri de noroc,
matematicianul francez Pierre Simon de Laplace(1749-1827) a fost
primul care a aplicat probabilitatile i la alte domenii decat pariuri.
El este considerat de multi ca ”"parintele” teoriei probabilitatilor.

In cea mai mare parte, dezvoltarea teoriei probabilitatilor in se-
colul XIX se datoreaza scolii ruse, avand in P.L.Cebigev(1821-1894)
si studentul acestuia A.A.Markov(1856-1922) doi reprezentanti de
frunte. In secolul XX, cel mai important continuator al lor a fost
A .N.Kolmogorov(1903-1987), care a dat primul sistem axiomatic
pentru teoria probabilitatilor in cartea sa Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung(Fundamentele Teoriei Probabilitatilor).

6.1.2 Notiuni de baza. Definitii si proprietati
Experiente. Proba. Eveniment

Definitie 6.1.1. Numim experienta o actiune care poate fi repetata
in conditii date.

Notatie 6.1.2. Notam cu £ o experienta.

Definitie 6.1.3. Se numeste proba orice realizare practica(efectiva)
a unei experiente.

Notatie 6.1.4. Notam cu w o proba.
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Definitie 6.1.5. Spunem ca o experienta este determinista in
cazul in care conditiile experientei definesc in mod cert rezultatul
care se obtine.

Definitie 6.1.6. Vom numi experienta aleatoare o experienta
al carei rezultat nu poate fi anticipat.

Notatie 6.1.7. Notam cu €2 multimea tuturor rezultatelor posibile
ale unei experiente &.

Exemplu 6.1.8. a) In cazul aruncarii unui zar si citirii numarului
inscris pe fata superioara a zarului, avem de-a face cu o experienta
aleatoare, pentru care multimea reazultatelor posibile este

Q=1{1,2,3,4,5 6}, culQ =6.

(Notam cu |M| numarul de elemente ale unei multimi M)
b) In cazul aruncarii a doua zaruri,

Q={(1,1), (1,2),..., (6,6)}, |2 = 36.

Definitie 6.1.9. Numim eveniment aleator orice situatie care se
poate realiza prin una sau mai multe probe.

Notatie 6.1.10. Evenimentele aleatoare le notam cu A, B, ...
Notatie 6.1.11. Multimea tuturor evenimentelor o notam P(£2).
Observatie 6.1.12. |P(Q)| = 2.

Definitie 6.1.13. Se numeste eveniment elementar(sau sim-
plu) un eveniment care se realizeaza printr-o singura proba.

Exemplu 6.1.14. In cazul experientei aruncarii unui zar, {1}, {2},
{3}, {4}, {5}, {6} - aparitia fetei cu un anumit numar constituie
evenimente elementare.

Observatie 6.1.15. A € P(Q) este eveniment elementar <=
|A| = 1.
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Definitie 6.1.16. Numim eveniment compus un eveniment care
se descompune in mai multe evenimente simple.

Observatie 6.1.17. Un eveniment A € P(f) este compus daca si
numai daca |A| > 1.

Exemplu 6.1.18. Fie, in cazul experientei aruncarii a doua zaruri,
C evenimentul ”obtinerea sumei 5”. Atunci

C=A{(14),(23),32), &1}, [C]=4

Definitie 6.1.19. Numim eveniment imposibil un eveniment
care nu se realizeaza prin nici o proba.

Notatie 6.1.20. Notam cu () evenimentul imposibil.

Exemplu 6.1.21. a) Obtinerea sumei 13 din doua aruncari de
zaruri.
b) Obtinerea sumei 1 din doud aruncari de zaruri.

Definitie 6.1.22. Numim eveniment sigur un eveniment care se
realizeaza prin oricare din probe(adica are loc pentru orice efectuare
a experientei).

Notatie 6.1.23. Notam cu E(sau cu €2) evenimentul sigur.

Exemplu 6.1.24. Obtinerea unuia dintre numerele 1, 2, ..., 6, la
aruncarea unui zar.

Definitie 6.1.25. Daca A este un eveniment, se numeste eveni-
mentul contrar(sau complementar)evenimentului A, eveni-
mentul care se realizeaza atunci gi numai atunci cand nu se real-
izeaza A.

Notatie 6.1.26. Notam evenimentul contrar lui A cu A sau CoA.

Observatie 6.1.27. a) §} = Q
b) Q=10
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Relatii intre evenimente

Definitie 6.1.28. Spunem ca doua evenimente A si B, asociate
efectuarii unei experiente, sunt echivalente daca ele se realizeaza
simultan.

Notatie 6.1.29. Atunci cand A si B sunt doua evenimente echiva-
lente, notdam A = B(deoarece multimea probelor prin care se re-
alizeaza A coincide cu multimea probelor prin care se realizeaza

B).

Definitie 6.1.30. Pentru doua evenimente A si B, spunem ca A
implica B prin definitie daca pentru orice realizare a evenimentului
A se realizeaza si evenimentul B.

Notatie 6.1.31. Daca A implicd B, vom nota A C B(deoarece
multimea probelor evenimentului A este atunci inclusa in multimea
probelor evenimentului B).

Observatie 6.1.32. Pentru orice eveniment A au loc
PCA si ACQ.

Observatie 6.1.33. Relatia de implicatie este o relatie de or-
dine, adica are proprietatile:

1. reflexivitate: A C A, (V)A € P(Q).

2. antisimetrie: A, B€ P(Q), ACBsiBCA=— A=B.

3. tranzitivitate: A,B,C € P(), ACBgiBC(C = ACC.

Operatii cu evenimente

Definitie 6.1.34. Se numeste reuniunea a doua evenimente A si
B, evenimentul care se realizeaza daca si numai daca se realizeaza
cel putin unul dintre evenimentele A si B.

Notatie 6.1.35. AU B.

Definitie 6.1.36. Se numeste intersectia a doua evenimente A si
B, evenimentul care se realizeaza daca si numai daca se realizeaza
simultan evenimentele A si B.
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Notatie 6.1.37. AN B.

Observatie 6.1.38. In mod asemindtor se definesc reuniunea si
intersectia unei familii oarecare(finite sau infinite) de evenimente
(Ai)ier € P(Q):

Reuniunea | J,_; A; se realizeaza o data cu realizarea cel putin unuia
dintre evenimentele A;.

Intersectia (),.; A; se realizeaza o data cu realizarea simultana a
tuturor evenimentelor A;.

Observatie 6.1.39. Reuniunea si intersectia evenimentelor sunt
operatii asociative gi comutative:

(AUB)UC =AU (BUC) (ANnB)NC=ANn(BNQC)
AuUB=BUA ANnB=BnA

Definitie 6.1.40. Numim diferenta evenimentelor A si B eveni-
mentul care se realizeaza atunci cand se realizeaza A si nu se real-
izeaza B.

Notatie 6.1.41. A\ B.
Observatie 6.1.42. A\ B=ANB = ANCqyB.

Definitie 6.1.43. Evenimentele A si B se numesc incompatibile
dacd AN B = 0.

In caz contrar, evenimentele se numesc compatibile.

Camp de evenimente

Fie €2 multimea tuturor rezultatelor posibile ale unei experiente
aleatoare £, w o proba, P({2) multimea partilor(submultimilor) lui
Q,iar A, B, C, ... evenimente aleatoare asociate experientei.
Familia tuturor evenimentelor asociate unei experiente aleatoare
& este definita de o familie I C P(£2) cu urmatoarele proprietati:
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Definitie 6.1.44. Se numeste corp de evenimente(sau algebra
de parti) pe Q o familie £ C P() care verificd urmatoarele
conditii:

1) Qe K;

2) Ac K = CoA =AcK;

3) ABe K= AUBE€eK.

Observatie 6.1.45. Proprietatea 3) se poate generaliza imediat:

3/) AlEK:,Z:L_n:>UAZ€’C
i=1
Propozitie 6.1.46. Fie K C P(2) un corp de evenimente pe ).
Atunci au loc
a) A,B € K= ANB € K (mai general, avem ca A; € K,i=1,n
i=1
b) AABe K= A\ BeKk.
Demonstratie. a) A, B€ K= A, Bc K= AUB € K. Avem
nsa

AUB={weQuwgAu{wecQuw¢ B} =
={weQwédAVw¢gB={weQwég ANB}=ANEB

(am demonstrat astfel ca AU B = AN B, adica reuniunea com-
plementarelor a doua multimi este complementara intersectiei celor
doua multimi). Astfel

d

—h

e —
Aek :; felc gZUEEK:mémBng
BeK = BekKk
def

—— ANBeK= ANBek.

A\B = ANB )
Aek V2 AnBek.
Bek g Bek



Teoria probabilitatilor 129

]

Observatie 6.1.47. Legile lui de Morgan sunt proprietati val-
abile pentru orice A, B € P(Q):

AN
AU

Sy

|
o] |
&l &l

Sy
|

U
N

Observatie 6.1.48. Legile lui de Morgan se pot generaliza la un
numar oarecare de submultimi ale lui 2:

N4 = U4
iel Z'EI_
Ud = N4
=y el

Definitie 6.1.49. O pereche (2, ), in care K este un corp de
evenimente, se numeste cAmp de evenimente.

Exemplu 6.1.50. Q = {wy, wo, ...,w,}, w; - evenimente elementare.
P(Q)] =28 =27 K = P(Q) = (2, P(Q)) - camp (finit) de

evenimente.

6.1.3 Notiunea de probabilitate
Definitia statistica a probabilitatii

Fie £ o experienta aleatoare si A un eveniment aleator asociat
experientei £. Fie n € N un numar natural. Repetam experienta
& de n ori in conditii identice si notam cu n4 numarul de realizari
ale evenimenului A, numit frecventa absoluta a evenimentului A.

Definitie 6.1.51. Se numeste frecventa relativa a lui A pe par-
cursul unei serii de n efectuari ale experientei £, numarul

fuld) = 2
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Observatie 6.1.52. Deoarece frecventa absoluta a unui eveniment
A pe parcursul unei serii de n efectuari ale unei experiente aleatoare
& poate fi cel mult n,

n
0<ns<n|:n = 0<-—2<1
n
Definitie 6.1.53. Daca in cazul in care n ia valori foarte mari,
frecventa relativa f,(A) a unui eveniment A oscileaza in jurul unei
anumite constante reale, aceasta se numeste probabilitatea statis-
tica a evenimentului A si se noteaza P(A).

Definitia clasica a probabilitatii

Exemplu 6.1.54. Consideram experienta aleatoare care consta in
”aruncarea unui zar(cinstit)”, pentru care multimea probelor este
Q=1{1,2,3,4,5,6}. Sansa de aparitie a fiecarei fete este %.

Fie £ o experienta aleatoare, avand multimea probelor ) =
{w1, wa, ..., wp}, n € N* iar w; - evenimente elementare.

Definitie 6.1.55. Spunem ca rezultatele unei experiente aleatoare
£ sunt echiprobabile(egal probabile) daca au aceeasi sansa de
realizare in orice efectuare a experientei £.

Numim evenimentele echiprobabile si cazuri. Daca presupunem
ca evenimentele elementare (w;),_15 sunt echiprobabile, sansa de
aparitie a evenimentului elementar w; este %

Definitie 6.1.56. Numim probabilitate a evenimentului ele-

mentar w; numérul P(w;) = <.

Definitie 6.1.57. Fie A € P(Q2) un eveniment aleator. Probabil-
itatea evenimentului A este numarul
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unde n 4 este numarul rezultatelor favorabile realizarii evenimentu-

lui A.

Maimuta si tastatura. O maimuta asezatd in fata unui cal-

culator loveste cele 26 de taste corespunzatoare literelor si bara de
spatiu la intamplare. Care este probabilitatea ca primele 39 de car-
actere(incluzand si spatiile) sa fie "to be or not to be that is the
question”?
Numarul de texte de lungime 39 care se pot ob{ine folosind cele 26 de
litere si caracterul spatiu este 27%°. Dintre acestea, doar unul core-
spunde citatului hamletian “to be or ...”. Probabilitatea cdutatd
este dect

1 —55
P = g = 0,15025 - 1077

Observatie 6.1.58. Definitia clasica a probabilitatii se poate aplica
numai pentru experiente cu evenimente elementare echiprobabile.

Propozitie 6.1.59. Probabilitatea (clasica) are urmdtoarele pro-
prietats:

1)0 < P(A) <1, (V)A€ P(Q).

2) P(0)=0, P(Q)=2=1.

3) Daca A, B € P(Q2) sunt evenimente incompatibile(adicd, cu pro-
prietatea ca AN B =10), atunci P(AU B) = P(A) + P(B).

4) P(A)=1— P(A).

5) Daca A C B, atunci P(A) < P(B).

6) Daca A C B, atunci P(B\ A) = P(B) — P(A).

Problema acului lui Bufon. Savantul francez G.L.Buffon a
considerat urmatoarea problema: Un ac de lungime [ este aruncat la
intamplare pe o podea, pe care sunt trasate linii paralele la distantd
d(d > 1) intre ele. Care este probabilitatea ca acul sd atingd vreuna
dintre linii?

Campul de evenimente corespunzator experientei nu este unul finit
(nici macar discret, de altfel), astfel ca definitia clasica nu poate



132 Capitole de Matematici Speciale

fi aici folositda, decat cu greutate. Probabilitatea care se obtine are

valoarea
21

pP=—.
md
Buffon a incercat sa foloseasca acest rezultat pentru a calcula val-
oarea numdrului w. Aruncand un ac de peste 5000 de ori pe podea,

el a reusit sd obtina valoarea lui m cu o zecimald exactd!

Definitia axiomatica a probabilitatii
Fie (2, K£) un camp de evenimente.

Definitie 6.1.60. O probabilitate pe campul (2, K) este o functie
P : K — [0,1], care verifica axiomele

1) P(Q) =1

2) (V)A,Be K, AnB=0) = P(AUB)=P(A)+ P(B).

Definitie 6.1.61. Un camp de evenimente (€2, K), inzestrat cu o

functie de probabilitate P, se numeste camp de probabilitate si
se noteaza (2, IC, P).

Propozitie 6.1.62. Fie (Q, IC, P) un camp de probabilitate. Atunci
au loc urmatoarele proprietdti:

1)0<P(A) <1, (V)AeK.

2) P(0) = 0.

3) P(A) =1— P(A).

4) P(A\ B)=P(A)— P(ANnB), (V)A,Be€K.

5) Daca B C A, atunci P(A\ B) = P(A) — P(B).

6) Daci (A;);—1 €K, cu 4iNA; =0, (V)i,j=1,n,i+# j, atunci

n

P(JA) =2 P

i=1

(proprietatea de aditivitate finitd).
7) Daca A, B € K, atunci P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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8) Dacd (Ai);—1 € K, atunci

P(UA) =S PA)— Y PANA)+

i=1 i=1 1<i<j<n

P(ANA;NA)+ ...+ (=) PN A)

1<i<j<k<n i=1

+
(]

(formula lui Poincaré).
9) P(L_JlAz‘) < ;P(Az)
10) Daca (A;);—17 € K, atunci

i=1n

n

Hﬂ&niéme%wﬁ)

i=1

(inegalitatea lui Boole).

Definitie 6.1.63. Fie Q # (). O familie £ C P(Q) se numeste
o-corp de evenimente(sau o-algebra de parti) daca are pro-
prietatile:

1)Qek

) Ac K= Ack

3) (A Ck= U e k.

Definitie 6.1.64. Daca Q # (), un cuplu (€2, K), in care K este un
o-corp de evenimente, se numeste c-camp de evenimente.

Definitie 6.1.65. Se numeste probabilitate pe o-campul de eveni-
mente (€2, ) o functie P : K — [0, 1] care verifica axiomele:

1) P() =1

2) Daca (4;)ien+ € K este o familie numarabild oarecare de eveni-
mente incompatibile doua cate doua, atunci

P(JA) =) P4

i>1 i>1
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Definitie 6.1.66. Un o-camp de probabilitate este un o-camp
de evenimente (2, K), impreuna cu o functie de probabilitate P,
notat (2, IC, P).

Propozitie 6.1.67. Fie (2, K, P) un o-camp de probabilitate. Au
loc atunci urmatoarele proprietati:

a) Dacd (A;)i>1 C K este un gir ascendent de evenimente, adicd
un gir pentru care A, C Api1, (Y)n € N*, atunci

lim P(A,) = P(| ] 4)

n—»00 )
i>1

b) Dacd (A;)i>1 C K este un sir descendent de evenimente, i.e.,
Ani1 C Ay, (Y)n € N*, atunci

lim P(A,) = P([") A)

n—»00 A
i>1

Probabilitati conditionate

Consideram un camp de probabilitate (2, K, P) si B € K cu
P(B) > 0(i.e. P(B)#0)

Definitie 6.1.68. Daca A € K este un eveniment, se numeste pro-
babilitatea conditionata de evenimentul B a evenimentului
A(sau probabilitatea lui A conditionat de B) numarul

Py(A) = P(A|B) = 242

Analog, daca P(A) > 0, putem defini probabilitatea evenimen-
tului B conditionat de A:

P(AN B)
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Propozitie 6.1.69. Fie (2, I, P) un (o-)camp de probabilitate si

B € K un eveniment cu P(B) > 0. Atunci functia Pg reprezintd o

probabilitate pe (2, K), adicd verifica aziomele

1)0< Pg(A) <1, (V)Ae Kk

2) Pgp(2) =1

3) PB(Al UAQ) = P(Al) —|—PB(A2)7 (V)Al,AQ S IC, Ccu Al ﬂAg = @

(respectiv 3" Pg(J Ai) = > P(4;), (V)(A)i>1 C K, astfel incat
i>1 i>1

ANA; =0, (V)i j21i#j)

Observatie 6.1.70. a) Daca A, B € K sunt evenimente cu propri-
etatea ca P(A), P(B) > 0, atunci din
(

Py(A) = Pﬁ(;)B )4 PuB) =

obtinem ca

P(AN B) = P(A) - PA(B) = P(B) - Py(A)

b) Daca P(ANB) = P(A)- P(B), atunci din egalitatile de mai sus
obtinem ca

Pp(A) = P(A)  §i  Pa(B) = P(B)

Evenimente independente

Definitie 6.1.71. Fie (2, I, P) un (o-)camp de probabilitate si
A, B € K doua evenimente. A gi B se numesc evenimente inde-
pendente daca

P(ANB)=P(A)- P(B)

Definitie 6.1.72. Fie (2, K, P) un (o-)camp de probabilitate si
(Ai)i=tm € K o familie de evenimente. Evenimentele A;, i = =1,n
se numesc evenimente independente daca pentru orice 1 < k < n si
1< <isa<... <4, <n

P(A;, NA,N...NA;,)=P(A,) P(A,)-...- P(4,)
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Legea probabilitatii totale. Formula lui Bayes

Definitie 6.1.73. Fie (2, K, P) un (o-)camp de probabilitate si o
familie de evenimente (A;);_15; € K\ {0}. Spunem ca evenimentele

A;, i = 1,n formeaza un sistem complet de evenimente daca

NA;=0,V)i,j=1n,i#]

Propozitie 6.1.74. Fie (Q, K, P) un (o-)camp de probabilitate gi
(Ai)i—tm un sistem complet de evenimente. Pentru orice eveniment
B € K avem atunci:

a)(Legea probabilitatii totale)

P(B) = z Pa,(B) - P(A,)

b)(Formula lui Bayes) Daca P(B) > 0, atunci pentru orice indice
ke{l,....,n}

P(A})-Pa, (B)

Z; Pa,(B)-P(A;)

Pp(Ag) =

Demonstratie. a)

P(B)=P(BNQ) = P(BN (O A)) = P(O(B N A4,)) =

i=1 i=1

= zn:P(B NA;) = zn:PAi(B) - P(4;)

P(BNAY) o P(A) - Pa,(B)
PB) Sy (B)- P(A)

Pp(Ag) =
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6.1.4 Scheme clasice de probabilitate

Schemele clasice de probabilitate permit calculul probabilitatii unor
evenimente compuse folosind idei simple de analiza combinatorie.

Schema lui Bernoulli

Sa presupunem ca probabilitatea aparitiei unui anumit eveniment
A In urma efectuarii unei experiente aleatoare este p, iar proba-
bilitatea aparitiei evenimentului contrar A este ¢ = 1 — p. Daca
experienta aleatoare se repeta in conditii identice si independente
de n ori, probabilitatea ca in cele n experiente evenimentul A sa
apara de exact k ori este

P(n; k) = ClpFgn*.

Observatie 6.1.75. Probabilitatea P(n; k) se poate obtine citind
coeficientul lui X* din dezvoltarea binomului (pX + ¢)". Din acest
motiv, aceasta schema de calcul se mai numeste si schema bino-
miala.

Observatie 6.1.76. Schema lui Bernoulli poate fi realizata printr-
o urna cu bile de doua culori(de ex., albe i negre), din care se
extrage pe rand si in mod aleator cate o bild, se noteaza rezultatul
si apoi se repune bila in urna. Daca numarul bilelor albe este a, iar
al celor negre b, evenimentul A este cel ca la o extragere sa se obtina
o bila alba, gi notam cu P(n;k) probabilitatea ca din n extrageri
sa se obtina de exact k ori o bila alba, atunci

a — b
= P(A) = =PA)=1—p=
p ()a+b,q (4) P=0
si
kbn—k
P .k:Cka—:Ckkn—k.
(n; k) "la T by WP q

Datorita acestei prezentari, schema lui Bernoulli se mai numeste
schema bilei revenite.

Schema lui Bernoulli admite doua generalizari importante: schema
lui Bernoulli cu mai multe stari si schema lui Poisson.
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Schema lui Bernoulli cu mai multe stari

Sa presupunem ca unei experiente aleatoare 1i putem asocia un
sistem complet de evenimente {A;|i = 1, s}(numite stari), cu prob-
abilitatile

pz:P(Az);Z:E7 cu szzl
i=1

Daca experienta se repeta de n ori in conditii identice si indepen-
dente, probabilitatea P(n; kq, ka, . . ., ks) ca evenimentul A; sa apara
de exact kq ori, Ay de ko, ..., A, de kg ori, unde k1 +ko+. . .+ks = n,

este |
_L k1, ko ks
byl kg Pr P2 Ps

P(TL, ]{31,]{52, .. .,k’s)
Observatie 6.1.77. Probabilitatea P(n; kq, ko, . .., ks) se poate de-
tremina citind coeficientul termenului care contine X' X752 .. XF
din dezvoltarea polinomonului (p1 X1 + p2 Xz + ... + psX;)". Din
acest motiv, schema lui Bernoulli cu mai multe stari se mai numeste
si schema polinomiala sau schema multinomiala.

Observatie 6.1.78. Schema lui Bernoulli este cazul particular pen-
tru s = 2 al schemei multinomiale, considerand sistemul complet
de evenimente {A; = A, Ay = A}, pr=p, p2=q(=1—p), ky =k,
k—2 = n—k, sinotand P(n; k) pentru P(n; ki, ks) = P(n; k,n—k).

Schema lui Poisson

Aceasta schema reprezinta o alta generalizare a schemei lui Bernoulli.
Consideram n experiente aleatoare independente distincte, pen-
tru care suntem interesati in cazul fiecaruia de producerea cate
unui anumit eveniment A;, avand probabilitatea p;, respectiv a
evenimentului A;, complementar lui A;, care are probabilitatea
¢ =1—p;. In aceaste conditii, probabilitatea P(n;k) ca in exact k
dintre cele n experiente aleatoare sa apara unul dintre evenimentele
A;, iar in celelalte n — k sa apara evenimentele complementare A;,
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se obtine citind coeficientul termenului de grad k din dezvoltarea
polinomului

(X + @) (P2 X + @) ... (P X +¢n) -

Observatie 6.1.79. Schema lui Bernoulli este cazul particular al
schemei lui Poisson in care toate experientele aleatoare considerate

. . . not .
sunt identice, cu evenimentele A, = Ay, = ... = A, = A, iar
not

Pr=pP2=...=DPp =7D

Schema bilei nerevenite

Aceasta schema se poate reprezenta prin urmatorul experiment
aleator compus(de la care ii gi vine denumirea):

Dintr-o urna in care se gasesc a bile albe gi b bile negre se extrag,
fara a fi repuse inapoi in urna, n bile, unde n < a+b. Probabilitatea

P(n; k) ca exact k dintre bilele extrase sa fie albe este atunci
5 Ckcvnfk
P(n; k) = ——"— nb )

Ca—l—b

6.2 Variabile aleatoare

6.2.1 Consideratii introductive. Clasificari

Definitie 6.2.1. Fie Q = {wy, ws, ..., w,} multimea evenimentelor
elementare asociate unei experiente aleatoare £. Fiecare eveniment
wi, k = 1,n, se realizeazd printr-o singura proba.

Studiul unei multimi de evenimente elementare se poate reduce
la studiul unei multimi de numere astfel:
- fiecarui eveniment elementar wy, 1i asociem un numar real x.
- fiecare numar real va avea o anumita probabilitate, anume proba-
bilitatea P(wy) a evenimentului caruia ii corespunde numarul real
dat.

O corespondenta definita intre multimea () a evenimentelor ele-
mentare gi o submultime a multimii numerelor reale, cu proprietatile
de mai sus, se numeste variabila aleatoare.
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Exemplu 6.2.2. Consideram experienta masurarii pulsului unei
persoane in diferite momente ale zilei: treaz, dormind, in rimpul
sau/si la un anumit timp dupa efectuarea unor exercitii solicitante.
Pulsul este o variabila si fiecare masurare a lui este o observatie a
acestei variabile.

Definitie 6.2.3. Clasificari:

Variabilele aleatoare pot fi:

A) variabile calitative - sunt variabile care iau valori diferite sau
fac parte din clase diferite.

ay) categoriale: de ex. magina/ autobus/ tren/ avion/ mersul pe
jos, masculin/ feminin

ay) categoriale ordonate: de ex. nefumator/ fumator ocazional/
fumator moderat/ fuméator inrait

B) variabile cantitative - sunt variabile care iau valori numerice
by) discrete: de ex. nr. de copii, nr. de cazuri de boala

by) continue: de ex. temperatura, tensiunea unei persoane

Observatie 6.2.4. Un caz particular il formeaza variabilele binare
care iau o valoare din doua posibile, de ex. adevarat/fals, mas-
culin/feminin, vaccinati/nevaccinati(in cazul studiului unui grup
de copii asupra starii de vaccinare).

Observatie 6.2.5. 1) Variabilele calitative sunt discrete.

2) Variabilele cantitative continue pot avea valorile grupate in clase
(sau intervale) si pot fi prezentate ca variabile discrete sau categorial-
ordonate.

6.2.2 Variabile aleatoare discrete

1. Definitii. Proprietati

Fie (Q, IC, P) un camp de probabilitate.

Definitie 6.2.6. O functie X : 2 — R se numegte variabila
aleatoare daca pentru orice numar real a € R, multimea preimag-

ine X !(a) ={we Q| X(w) <a} €X.
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Definitie 6.2.7. O variabila aleatoare X se numeste discreta daca
exista o multime cel mult numarabila {z;},c; C R (I =~ N), cu pro-
prietatea ca Im(X) C {z;}ics, adicd multimea valorilor variabilei
aleatoare X este cel mult numaéarabila.

Definitie 6.2.8. O variabila aleatoare discreta X se numeste vari-
abila aleatoare discreta simpla daca ia valori dintr-o multime
finita

Im(X) C{xitiiy

=1n-

Notatie 6.2.9. Pentru evenimentul A; = {w € Q| X (w) = z;}, cu
i =1,n sau i € I, notdim mai simplu A4; = {X = z;} sau X = x,.
Probabilitatea evenimentului A; o notam p; = P(A;) = P(X = ;).

Observatie 6.2.10. 1) p; > 0, (V)i = 1, n(resp. i € I)
i=1

i€l
Definitie 6.2.11. Numim repartitia(sau distributia) de prob-
abilitate a variabilei aleatoare discrete simple X un tablou format
din doua linii:
- pe prima linie punem valorile variabilei (x; x5 x3 .. .)
- pe a doua linie, probabilitatile corespunzatoare (p; p2ps .. .):

X:(l'l o ... ZEn)
Pr P2 ... Dn
. xT;
Prescurtat scriem X : ( D ) .
7 74:177

Exemplu 6.2.12. Repartitia variabilei aleatoare asociate tabelului
de mai sus este

X 80 100 120 140 160 180 200
-\ 0,022 0,20 0,222 0,289 0,089 0,155 0,022

Propozitie 6.2.13. > p; = 1.
i=1
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Demonstratie. Deoarece p; = P(X = z;), i = 1,n, iar eveni-
mentele {X = z;} formeaza un sistem complet de evenimente,
rezulta ca

Zp, ZP{X—ZL’Z U{X_x, = P(Q) =1.

i=1,n

]

Observatie 6.2.14. Pentru o variabila aleatoare X se pot consid-
era evenimentele
(X <2} ™8 {w € QX (w) <

not

{(X <z} =" {weX(w) <
{X >z}, {X >z},
{a< X <b},{a<X <b}, {a< X <b},{a <X <b}, (a,beR).

(V)z € R,
(V)z € R,

z},
r},
2. Operatii cu variabile aleatoare discrete simple

Definitie 6.2.15. Fie X si Y doua variabile aleatoare discrete sim-
ple cu repartitiile de probabilitate

pi i=1,n =1
Y <y]> )QJ:P(Y:y])aj: , M, qj:]-
95 /) j=Tom j=1

1. Produsul cu o constanta reala o € R al variabilei aleatoare dis-
crete X este variabila aleatoare discretd a X, cu repartitia

aX : ( - Ti >
Pi i=In

2. Suma variabilelor aleatoare discrete X si Y este variabila aleatoare
discreta X + Y, cu repartitia

X+Y:<I1+y1 e T1FYm X2ty - xn—l—ym>
P11 cee Pim P21 ce Pnm
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unde p;; = PUX =2, AY = y;}) = P{X = o} n{Y = y;}),
i=1,n,j=1m. Avem > > p;=1.

i=1j=1
3. Produsul variabilelor aleatoare discrete X si Y este variabila
aleatoare discreta X - Y, cu repartitia

x.y [ Y 22 Tilm T2Yr oo L2Ym oo Dnlm
Pu P12 --- Pim P21 --- P2m --- Pnm

4. Puterea k£ a unei variabile aleatoare discrete X este variabila
aleatoare discreta X*, cu repartitia

* aboak o2k o a2k
“\p1 P2 - P .. Dn

Avem cd P(X* =a¥) = P(X = z;) = p;.
5. Inversa unei variabile aleatoare discrete X este variabila aleatoare
discreta X1, cu repartitia

1 1 1 1
v ( S T >
pr P2 oo Pi .- Pn
6. Raportul a doua variabile aleatoare discrete X si Y este variabila
aleatoare discreta )—é, cu repartitia

X (@ @ o omom o om o om
—_ Y1 Y2 Ym Y1 Ym Ym
Y ( Pi1 P12 --- Pim P21 --- P2m .-+ DPnm >
6.2.3 Variabile aleatoare independente

Fie (2, K, P) un camp de probabilitate si X, Y doua variabile
aleatoare.

Definitie 6.2.16. Variabilele aleatoare X si Y se numesc inde-
pendente daca

P{X <z, Y <y})=P{X <z})-PH{Y <y}) , (¥)z,y €eR.
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Propozitie 6.2.17. Fie X 1Y doud variabile aleatoare discrete,
cu repartifiile de probabilitate

=1,n =1
Y <yj) 7q]:P(Y:y])7]: 7m7 ZQle
UG/ j=tm i=1

Atunci variabilele X si'Y sunt independente dacd si numai dacd
PUX =, Y =y;}) = PUX = z:}) - PUY =u;}),

pentru orice t = 1,n, 7 =1,m.

Definitie 6.2.18. Variabilele aleatoare X;, X5, ..., X, sunt in-
dependente daca pentru orice numar 1 < k < n, orice indice
1< <9< ... <1 <ngiorice ay,as,...,a; € R are loc

P({X“ < as, X,L'Q < ag, ..., Xlk < Gk}) =

=P{X,, <a1})- P{X,, <as})-...- P{X;, <a})

6.2.4 Functii de repartitie
Fie (2, IC, P) un camp de probabilitate i X o variabila aleatoare.
Definitie 6.2.19. Functia Fy : R — [0, 1], definita prin
Fx(x) = P{X <z})
se numeste functia de repartitie a variabilei aleatoare X.

Observatie 6.2.20. Pentru cazul unei variabile aleatoare discrete

i=1,n i=1
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functia de repartitie este data de

(

0 , daca z < 1
D1 , daca z € (z1,x9)
D1+ D2 , daca z € (z9, x3)

X( ) pL+ps+...+pi dacéxe(xi,xiH]

n
Yopi=1 , daca x > x,
i=1

\

si are reprezentarea grafica

p1+ P2+ P3r —

p1+p2' %]
iy ]

Functie de repartitie a unei variabile aleatoare discrete

Propozitie 6.2.21. Daca Fx este functia de repartitie a unei vari-

abile aleatoare X, atunci
1) P{a < X <b}) = Fx(b) — Fx(a), (V)a,b € R, a <b.

2) Fx este monoton crescatoare pe R
Mz, ye R, z<y= Fx(z) < Fx(y).
3) Fx este continua la stanga in orice punct x € R

lim Fx(y) = Fx(x).
Yy—T

y<m
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4) lim Fx(z)=0si lim Fx(z) =1

Observatie 6.2.22. Probabilitatea ca variabila X sa ia valoarea x
este

PH{X =z})=Fx(z+0) — Fx(x) (%)

6.2.5 Variabile aleatoare continue

Definitie 6.2.23. Daca X este o variabila aleatoare, spunem ca X
este o variabila aleatoare continua daca functia sa de repartitie
Fx este o functie continua.

Observatie 6.2.24. Daca X este o variabila aleatoare continua,
atunci

PH{X =z})=0 (din (%))

Definitie 6.2.25. Spunem ca variabila aleatoare X admite o den-
sitate de probabilitate sau densitate de repartitie daca exista
o functie integrabila f : R — [0, 00) astfel incat

Fx(z) = /f(t) dt , (V)z € R.

Functia f se numeste functie de densitate de repartitie(sau de
probabilitate).

Observatie 6.2.26. Daca f este o functie de densitate de repartitie,

atunci .
/ Ft)dt = 1.

Definitie 6.2.27. Daca variabila aleatoare continua X admite den-
sitatea de repartitie f, iar a,b € R, a < b, atunci

Pla< X <b) = Fy(b) — Fx(a) = /f(t) dt.

a
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Observatie 6.2.28. Daca Im(X) C [a, b], atunci

P(a§X<b):P(Q):1:>/f(t)dt:1.

6.2.6 Cateva caracteristici numerice ale variabilelor
aleatoare

Cuantile. Mediana. Modul
Definitie 6.2.29. Fie (2, K, P) un camp de probabilitate si
X:Q0—R

o variabila aleatoare, cu functia de repartitie asociata Fy. Pentru
un numar « € [0,1], se numeste cuantila de ordin « o valoare
o € R cu proprietatea ca

Fx(zo) < a < Fx(z,+0)

Observatie 6.2.30. Daca X este o variabila aleatoare continua,
inegalitatile de mai sus se pot inlocui cu

Fx(z) =«

Definitie 6.2.31. Cuantila de ordin % a unei variabile aleatoare X
se numeste mediana sau valoare mediana, si este notata Me.

Definitie 6.2.32. Cuantilele de ordin i, respectiv %, se numesc

cuartila inferioara, respectiv cuartila superioara, si se noteaza
Q1, respectiv Q3.

Definitie 6.2.33. Fie (2, K, P) un camp de probabilitate si X :
2 — R o variabila aleatoare

y x; . y
a) Daca X : ! , este discreta, o valoare x;, se numeste

Pi Jier
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valoare modala, moda sau modul, si se noteaza Mo, daca p;, =
max{p;|i € I}.

b) Daca X este continud, cu functia de densitate de repartitie f, o
valoare z( se numegte valoare modala, daca f(zg) = max f(x).

Medii si momente pentru variabile aleatoare discrete

Fie X o variabila aleatoare discreta, X : < ;’ > , I CN.
i/ el

Definitie 6.2.34. Media variabilei X, notata M (X) sau 7, este

numarul real
iel
Observatie 6.2.35. Proprietati.
1. M(a) = a, daca a este o constanta.
2. M(aX) =aM(X) (proprietatea de omogenitate)
3. M(X+Y)=M(X)+ M(Y) (proprietatea de aditivitate)
4 M(X+a)=M(X)+a
5. M(XY)=M(X)-M(Y), daca X si Y sunt variabile aleatoare
independente.

Observatie 6.2.36. Proprietatile (3) si (5) de mai sus se pot gen-
eraliza:

(3) M(Z?:l Xi) = Z:’L:l M(X;) _

(5") M(TT-, Xi) = T2, M(X;), daca X;, ¢ = 1,n, sunt variabile
aleatoare independente.

Observatie 6.2.37. Media M (X) reprezinta valoarea in jurul careia
se grupeaza valorile variabilei aleatoare discrete X.

Definitie 6.2.38. Fie X o variabila aleatoare discreta si r > 1.
Momentul de ordin r al variabilei X este valoarea medie a vari-
abilei X™:

M(X) = M(X) = Yt
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Observatie 6.2.39. M;(X) = M(X), adica momentul de ordin 1
al variabilei X coincide cu media variabilei.

Definitie 6.2.40. Momentul absolut de ordin r al variabilei
X este

M (X) = M(X[) = 3 fail" -,

Definitie 6.2.41. Momentul centrat de ordin r al variabilei
X, notat p,.(X), este momentul de ordin r al variabilei X — M (X):

pr(X) = Mo (X =M(X)) = M((X=M(X))") = Y _(&:=M(X))"p;

i=1

Observatie 6.2.42. Variabila X — M (X) se numeste abaterea vari-
abilei X de la medie. Pentru aceasta are loc

M(X — M(X)) = M(X) — M(X) =0

Medii si momente pentru variabile aleatoare continue

Fie X o variabila aleatoare continua, avand functia de densitate de
repartitie f.

Definitie 6.2.43. Media variabilei X este numarul

[e.9]

M(X) = / 2+ f(z)dx

—00

Observatie 6.2.44. Proprietatile (1)-(5) ale mediilor variabilelor
aleatoare au loc si in cazul variabilelor aleatoare continue.

Definitie 6.2.45. Momentul de ordin r al variabilei X este

[e.9]

MT(X):M(XT):/ " f(z)dx

—00



150 Capitole de Matematici Speciale

Definitie 6.2.46. Momentul absolut de ordin r al variabilei
X este

[e.o]

ﬁmszMMFJ"mwﬂmm

Definitie 6.2.47. Momentul centrat de ordin r al variabilei
X este

o

mmwﬂmx—Mu»=/<w4wmyfmm

—00

Dispersia variabilelor aleatoare. Abaterea medie patratica

Definitie 6.2.48. Fie X o variabila aleatoare(discreta sau con-

tinud). Dispersia(sau varianta) variabilei aleatoare X, notata

D*(X) sau 0%(X), este momentul centrat de ordin 2 al lui X:

D*(X) = pa(X) = M((X — M(X))?)

Observatie 6.2.49. Proprietati.

1 DA(X) = M(X?) — (M(X))? = My(X) — (M(X))"

Intr-adevar, conform definitiei dispersiei,

D*(X) = M((X = M(X))*) = M(X? = 2X - M(X) + (M(X))*) =
= M(X?) = 2M(X) - M(X) + (M(X))* = M(X?) = (M(X))*.

2. D*(a) = 0.

3. D*(aX) = a’D?*(X) (omogenitate).

4. D*(X +Y) = D*X) + D*(Y), daca X si Y sunt variabile

aleatoare independente(liniaritate).

5. D2(X +a) = D*(X).

Observatie 6.2.50. Din conditiile (3) si (4) rezulta ca daca X si
Y sunt variabile aleatoare independente, atunci
D?*(aX +bY) = a*D*(X) + b*D*(Y).

Definitie 6.2.51. Abaterea medie patratica (sau standard) a
variabilei aleatoare X este

o(X) = VDX) = VM((X - M(X))?).
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6.2.7 Normarea unei variabile aleatoare

FieX:($i> , I CN,unde p; >0, V)iel,cud p;=10
¢ /el i€l
variabila aleatoare cu media M (X) si abaterea o(X).

Definitie 6.2.52. O variabila aleatoare Z, definita prin

;X = M(X)
- oX)
se numeste variabila aleatoare normata(standardizata). Pen-

tru aceasta repartitia este

Z,_Ii*M(X)
28 ey
pi iel

Observatie 6.2.53. a) Principalele caracteristici numerice asociate
unei variabile aleatoare X sunt:

i€l
ii) Abaterea medie patratica o(X) = /D?(X).
iii) Dispersia D*(X) = M[(X — M(X))?] = M(X?) — (M(X))2.
b) Abaterea X — M (X) este "masurata” de Z in "unitati standard”
0.

Propozitie 6.2.54. Daca X este o variabild aleatoare, cu variabila
normatd asociatd Z, atunci

1) M(Z) =0,

2) D*(X) = 1.

Demonstratie. 1) Folosind proprietatile mediei, avem

Aﬂm:wd%ﬁfvzdbwa—Mum:




152 Capitole de Matematici Speciale

2) Pentru dispersie, tinand cont de 1), obtinem

D*(Z) = M{(Z = M(Z))*] = M[(Z = 0)*] = M(2?) =

2
| (XM _ ) [ XXM+ ]
- {( o(X) > } N [ (0(X))? ] o

Definitie 6.2.55. O variabila aleatoare Y, care are proprietatea
ca M(Y) = 0 si D*(Y) = 1, se numeste variabila aleatoare
standardizata.

6.3 Repartitii discrete clasice

6.3.1 Repartitia Bernoulli

Definitie 6.3.1. Spunem ca o variabila aleatoare discreta X are o
repartitie Bernoulli de parametru p, unde 0 < p < 1, daca ia
valorile 1 gi 0 cu probabilitatile

P(X=1)=p ,respectiv. P(X =0)=1-p=<q.
Notatie 6.3.2. Daca X este o variabila aleatoare discreta, avand
repartitie Bernoulli de parametru p, notam X ~ B(p).

Observatie 6.3.3. Tabloul de repartitie al unei variabile aleatoare
discrete X, cu X ~ B(p) este

< (5)
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Propozitie 6.3.4. Dacd X ~ B(p), atunci M(X) = p i D*(X) =
p-q.

Demonstratie. Conform proprietatilor mediei i dispersiei,
M(X)=0-q+1-p=p,
M(X?*)=0-q+1% - p=p,

si

Observatie 6.3.5. Daca X ~ B(p), atunci functia sa de repartitie
este data de

0 , dacax € (—o0,0]
F:R— R, F(x)=<¢ q , dacaz e (0,1]
1 , daca z € (1,00)

Propozitie 6.3.6. Daci X ~ B(p), atunci functia sa caracteris-
tica este data de p : R — C,

p(t)=p-e"+q.

Demonstratie. Rezulta imediat din definitia functiei caracteris-
tice px asociate unei variabile aleatoare X,

ox :R—C, px(t)= M(eitX).

6.3.2 Repartitia binomiala

Definitie 6.3.7. Spunem ca o variabila aleatoare discreta X are
o repartitie binomiala de parametri n si p, unde n € N si
0 <p<1,daca X ia valorile 0, 1, ..., n cu probabilitatile

P(X =k)=Ckpr¢" " | (Vk=0,n,

unde ¢ =1 — p.
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Notatie 6.3.8. Notam X ~ Bin(n,p) daca variabila aleatoare
discreta X are repartitia binomiala de parametri n si p.

Observatie 6.3.9. Daca X ~ Bin(n,p), atunci X are tabloul de
repartitie

x ( 0 . k coom )
@ npg"t ..o CRpRgnRoLopr )
Observatie 6.3.10. Pentru n = 1, avem X ~ Bin(1,p) daca si
numai daca X ~ B(p).

Propozitie 6.3.11. Dacd X este o variabild aleatoare discretd,
atunci are loc X ~ Bin(n,p) dacd si numai dacd existd n variabile
aleatoare discrete independente X1, Xa, ..., X,, cu X; ~ B(p),
(V)i = 1,n, astfel incit X = X1+ Xo+ ...+ X,,.

Demonstratie. Daca X = X; + Xy + ... + X,,, cu X; ~ B(p)
independente intre ele, atunci tinand cont de schema lui Bernoulli,

P(X =k) = P(nk) = Cop"q"™ , (Vk =0,n,
astfel ca X ~ Bin(n,p). O
Propozitie 6.3.12. Dacd X ~ Bin(n,p), atunci
M(X)=n-p, iar D*(X)=n-p-q.

Demonstratie. Folosind descompunerea X = X7+ Xo+...+ X,
cu X; ~ B(p), independente intre ele, rezulta ca

M(X)=MX)+MXs)+...+ M(X,))=n-p,
respectiv

D*(X)=D*X))+D*(Xo) +...+ D*(X,))=n-p-q.
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Propozitie 6.3.13. Daca X ~ Bin(n,p), atunci functia sa carac-
teristica este datd de

e R—C, ot)=@m-"+q".

Demonstratie. Folosind descompunerea X = X;+ Xo+...+ X,
cu X; ~ B(p), independente intre ele, avem ca

n

ox() =]Jex. =@ " +a)".

i=1
[

Observatie 6.3.14. Cu ajutorul functiei caracteristice, putem de-
termina momentele unei variabile aleatoare X cu repartitie bino-
miala de parametri n si p:

Astfel, cum
#'(t) = inpe” (pe’ +q)" ",
S0//(2(/.) — Z'aneit(peit + q)nfl + 22n(n - 1>p262it(peit + q)n72 7
s0///(15) — ,L'3np€it(peit + q)nfl + 322n(n _ 1)p262it(peit + q)nf2+
+i3n(n — 1)(n — 2)p3e3®(pe + q)" 3, ...

avem ca
M1<X) =np,
My(X) =np+n(n — 1)p* = n*p* + npq,
M3(X) =np+3n(n—1)p*+n(n—1)(n—2)p* =
= n3p3 + 3n?p3q + npq(1 — 2p), ...

Propozitie 6.3.15. Fie X, si Xy doua variabile aleatoare indepen-
dente, cu X1 ~ Bin(ny,p), Xo ~ Bin(ng,p). Atunci X1 + Xo ~
Bin(ny + na, p).
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Demonstratie. Daca ¢; si @2 sunt functiile caracteristice asoci-
ate celor doua variabile aleatoare independente, functia caracteris-
tica asociata variabilei aleatoare X verifica egalitatea ¢ = @1 - @s.
Rezulta ca

(p@) — (peit 4 Q)m . (peit 4 q)ng — (peit 4 q>n1+n2’

astfel ca X ~ Bin(n; + ng, p), conform teoremei de unicitate. ]

6.3.3 Repartitia binomiala generalizata a lui Pois-
son

Definitie 6.3.16. Spunem ca variabila aleatoare X are repartitie
binomiala generalizata daca exista variabile aleatoare independente
X1 ~ B(pl), X2 ~ B(pg), ceey Xn ~ B(pn>, astfel incat X =
Xi+Xo+...+ X,

Propozitie 6.3.17. In conditiile definitiei de mai sus, functia car-
acteristica a variabilei aleatoare X este datd de
p:R—C, ot)=]]we"+a).
k=1

Demonstratie. Rezulta imediat din independenta variabilelor aleatoare
X, k =1,n, si propozitia 6.3.6 O

Observatie 6.3.18. Derivatele functiei caracteristice asociate unei
variabile aleatoare cu repartitie binomiala generalizata fiind

n it n
. Pre ;
"(t) =1 - _ et +q, ,
¢'(1) £ DeE + jlzll (p; q;)

S0//(75_) _ Z2ﬁ(p€n+q> - pk’eit + Z pkple%t
T\ g et e o e ) (et +q) )
gt =i 1] (e +q5) - (kz P T3 D G e

=1 prett+ay

3it
+ ] PrPiPme ] .
k;tz;;m;tk (pre’+ar)(pre'+aq1) (Pme +am) ’
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obtinem momentele repartitiei binomiale generalizate:

Ml - Z Pk
kil

My =" pe+ > prprs
k=1 k£l

Ms=>"pp+3> pkmi+ Y. DkPilPm s ---
k=1 k#l kAlEm#k

In particular media gi dispersia unei variabile aleatoare X cu repartitie
binomiala generalizata sunt:

M(X) =M =Y px,
k=1

respectiv
D*(X)=My—= My => pe— Y pi=> Drti.
k=1 k=1 k=1

6.3.4 Repartitia hipergeometrica

Definitie 6.3.19. Spunem ca o variabila aleatoare X are o repartitie
hipergeometrica de parametri n, M, N, unde n, M, N € N cu
n, M < N daca

Chr - Ch
= or 7

pentru orice k € N, cu maz(0,n + M — N) < k < min(n, M).

P(X = k)

Notatie 6.3.20. X ~ Hyp(n, M, N).

Observatie 6.3.21. Notand p := %, mai scriem uneori X ~
Hyp(n,p, N).

Observatie 6.3.22. Repartitia hipergeometrica corespunde schemei
clasice a bilei revenite.
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Propozi‘gie 6.3.23. Daca X ~ Hyp(n, M, N), atunci cu notatiile

P=xN §Zq—1—p—NMauloc:
M(X)=n-p,
respectiv
N —n
D*(X) = ‘n-p-q.
(X)=F—7 nra
Demonstratie. Pentru X ~ Hyp(n, M, N) avem, cu notatia p :=
%, media
~, Cir- Cﬁ% M = gt e MO
Zk :_HZCM_I.C]@M =Ml —np.
Cy 2= i
De asemenea,
C&-Cﬁ:m

( ) Z k- c;lv Z Czlf[—ll ) C]?zf:]?\/f =

-4 3 oo, + M X Oy O =

= P+M(M+W—np+% np + np - E=DEP=1)
astfel ca
DZ(X)an%—np-%_n?p?:
O

6.3.5 Repartitia geometrica

Definitie 6.3.24. Spunem ca o variabila aleatoare X are o repartitie
geometrica de parametru p, unde 0 < p < 1, daca X ia valorile
1,2, ..., k, ...cu probabilitatile

PX =k =p-¢" ,(V)keN,

unde ¢ =1 —p.
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Notatie 6.3.25. X ~ Geom(p).

Observatie 6.3.26. Tabloul de repartitie al unei variabile aleatoare
X, cu X ~ Geom(p) are forma

1 2 ... k e
X ' k1 .
P p-q ... p-q e
Denumirea de repartitie geometrica provine de la faptul ca proba-

bilitatile din linia a doua a tabloului de mai sus formeaza o progresie
geometrica.

Observatie 6.3.27. Probabilitatile de mai sus reprezinta sansa
ca un eveniment A cu probabilitate p sa se produca dupa exact k
experimente independente.

Propozitie 6.3.28. Daca X ~ Geom(p), atunci

Demonstratie. Avem

M(X):Zk‘qu_]': Zp.qn_lz
keN k=1 n=k
o0 ]{2—1 o0
B pq T S
IR Pl i)
k=1 k=1

Rezultatul de mai sus se putea obtine si derivand in raport cu ¢ in
identitatea

l+q+¢+...+¢"+...=—,

astfel ca

14+2¢+3¢7+ ...+ k" +... =
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Pentru calculul dispersiei avem ca

M(X?) ="K p-d = kk=1)-p-¢" ' +> kp-d' =

keEN keN keN
1 1
=pq-zk(k—1)-q’“‘2+p-zk-q’“‘1=pq-(T) +
keN keN q
1\’ 2pq P q 1 qg+1
o ()= b5
1—¢q 1-q? (1-¢9* p* p p?

Obtinem ca

D*(X) = M(X?) - (M(X)? = L0= - =1

Propozitie 6.3.29. Functia caracteristica asociatd unei variabile
aleatoare X ~ Geom(p) este data de

it

pe
'R C t) = — .
p:R—C, o) o
Demonstratie. Avem ca
o i it
p(t) = M(e") = 3" pg" etk = pe Y (qe) T = .
J— qe’b
k=1 k=1

]

6.3.6 Repartitia binomiala cu exponent negativ

Aceasta repartitie generalizeaza repartitia geometrica, introdusa
mai sus.

Definitie 6.3.30. Spunem ca o variabila aleatoare discreta X are
o repartitie binomiala cu exponent negativ de parametri n
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sip,unden € Nsi 0 < p <1, daca X ia valorilen, n+1, ..., cu
probabilitatile

P(X =k)=Cp[pfd"™ | (V)k >n,
unde g =1 — p.

Notatie 6.3.31. Notam X ~ N Bin(n,p) daca variabila aleatoare
discreta X are repartitie binomiala cu exponent negativ de parametri

n sl p.

Observatie 6.3.32. Probabilitatile de mai sus corespund sansei ca
un eveniment A cu probabilitatea p sa se produca de n ori dupa
exact k experimente independente.

Observatie 6.3.33. Din definitia unei variabile aleatoare cu repartitie
binomiald cu exponent negativ rezultd imediat ca X ~ N Bin(n, p)
are loc daca si numai daca exista n variabile aleatoare independente
X1, X, ..., X, ~ Geom(p), astfel incat X = X7+ Xo+ ... + X,.

Propozitie 6.3.34. Functia caracteristica a unet variabile aleatoare
X ~ NBin(n,p) este datd de

it \"
pe
p:R—C, o) = (1_qeit>

Demonstratie. Rezulta imediat din observatia 6.3.33 si propozitia
6.3.29 m

De aseemenea, din observatia 6.3.33 si propozitia 6.3.28 rezulta
urmatoarea

Propozitie 6.3.35. Media si dispersia unei variabile aleatoare X ~
NBin(n,p) sunt date de
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6.3.7 Repartitia Poisson

Definitie 6.3.36. Spunem céa o variabila aleatoare discreta X are o
repartitie Poisson de parametru i dacaia valorile 0,1,2, ...k, ...
cu probabilitatile

e ruk

P(X =k) = X , (V)keN.

Notatie 6.3.37. X ~ Poi(u).

Propozitie 6.3.38. Dacd X ~ Poi(u), atunci
M(X)=p si DX)=p.
Demonstratie. Avem

e—uuk 6_'“/,Lk B ,uk_l B
MX)=Y" = ety — e Het = p.
(X) S Ty TR e

keEN k>1 k>1

De asemenea,

2y _ pe _ et .
MXH =)k k! _kzk(k—l)!_
>1

keN
e ruk e P uk e ruk
Z(k—l)!+z( =1 M+Z(k:—2)!
k>1 k>1 k>2

k—2

_ % _

=p+e '’y TR T A
k>2 ’

astfel ca
D¥(X) = M(X2) = (M(X))2 = i+ 1> — i = .
O

Propozitie 6.3.39. Functia caracteristica a unei variabile aleatoare
X ~ Poi(u) este data de

p:R—C, ot)=e"""
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Demonstratie. Intr-adevar, avem:

p(t) = <”X> zko l’-f:;“’“z

— o H. (e _ —p, pue _ ou(e’t=1)
=e Y0 k! =€ e =¢ :

6.3.8 Repartitia uniforma discreta

Definitie 6.3.40. Spunem ca o variabila aleatoare discreta X are
o repartitie uniforma discreta de parametru n, daca X ia

valorile 1, 2, ..., n cu probabilitatile
1 S
PX=k=- ,Vk=1
n

Notatie 6.3.41. X ~ DUnif(n).
Propozitie 6.3.42. Daca X ~ DUnif(n), atunci

M) ="00 s DX =

Demonstratie. Media variabilei X este

1 1 nn+1) n+l
Muﬁzgyﬁzﬁ' 2 2

n?—1

12

Pentru calculul dispersiei, avem

21 1 nn+1)2n+1) (n+1)2n+1)
Ezk noon 6 6

D¥(X) = (n+1)é2n+1)_<

n+1\* n+1/2n+1 n+1\
2 2 3 2 )

n+1 n—l_n2—1
2 6 12
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6.4 Repartitii continue

6.4.1 Repartitia uniforma continua

Definitie 6.4.1. Spunem cé& o variabila aleatoare X urmeaza o
repartitie uniforma pe intervalul [a,b] C R daca are functia de
densitate de repartitie
1
fl@) =3 X ().

Observatie 6.4.2. Functia x4 : R — {0, 1}, functia carac-
teristica a intervalului [a, b], fiind definita prin

(z) = 1 , daca z € [a, ],
X =90 | daca z € R\ la,b],

rezulta ca functia de densitate este data de

0 , daca z < a,
f(x) = ﬁ , daca x € [a, b],
0 , daca = > b.

Determinam functia de repartitie Fly asociata unei variabile aleatoare
X cu repartitie uniforma pe intervalul [a, b]:

Pxa) = [ f®dt= [ 2 () di =

r
[ 0dt , dacaz <a, 0 ,daciz<a,
={ [3dt , dacix € fa,b], ={ =2 | daciz € [a,b],
b
fﬁdt , daca = > b. 1 , daca = > b.
\ a

Graficele functiilor de densitate de repartitie f, respectiv de repartitie
Fx, asociate variabilei aleatoare X cu repartitie uniforma pe inter-
valul [a, b] sunt
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SH

| |—
IS]

—_
o

(
1 C
0 a b

Functiile de repartitie si de densitate de
repartitie ale unei variabile uniforme continue

Calculam acum media M (X) si dispersia D?*(X) corespunzétoare
variabilei X cu repartitie uniforméa pe intervalul [a, b]:

o) b b
x 1
M(X)—/x-f(x)dx—/b_adx—b_a/;pdx_
1 22 11 a+b
= _ —= «—~b2— 2 =
b—a 2| Th-a 2 U=

Pentru calculul dispersiei folosim relatia
D*(X) = M(X®) — (M(X))".

Avem
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1 @1
- b—a 3 b—a 3

Prin urmare,

a® + ab + b?

0 = at) =

D2<X):a2+ab—|—62 _(a+b 2
3 2

4(a? + ab + b?) 3(a* +2ab+ %) (b—a)?

12 12 12
Abaterea medie patraticd este atunci

_b—a

23
Principalele caracteristici numerice ale unei variabile X cu repartitie
uniforméa pe intervalul [a, b] sunt deci

o(X) = /D*(X)

Propozitie 6.4.3. Functia caracteristica a unei variabile aleatoare
X cu repartitie uniformd pe intervalul |a,b] este datd de

{1 , dacat=0,

p:R— C, go(t) = ibt_giat . daci t 7& 0.

i(b—a)t
Demonstratie. Rezulta imediat din definitia functiei caracteris-

tice,
itx

b
o(t) = M (™) :/ b_ada:.

Evident, ¢(0) = 1, iar pentru ¢ # 0 avem ca

1 b ) eibt_eiat
t) = Ty = ——.
2 (t) b—a/a o i(b—a)t
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Observatie 6.4.4. Functia ¢ de mai sus este indefinit derivabila
pe R si are derivatele date de

[e.9]

)=, — (:: ](fi I)?:b)_ 5T ke

n=k+1
Obtinem atunci imediat cd momentele variabilei aleatoare X sunt
bk+1 o ak+1

W= e

6.4.2 Repartitia normala

Definitie. Media. Dispersia. Momente

Definitie 6.4.5. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie normala sau gaussiana daca are asociata functia
de densitate de repartitie f : R — R definita prin

(z=m)?
f@) = floym,o) = 2= e 2

Observatie 6.4.6. Pentru o variabild aleatoare continua X cu
functia de repartitie data de relatia de mai sus spunem ca este
o variabild aleatoare normala de parametri m si o.

Notatie 6.4.7. Notam in acest caz X € N(m, o).

Propozitie 6.4.8. Functia de repartitie asociatd este atunci
data de

Fy(a) ™ Fy(a:m, o) = / ftm, o) dt =

T

1 (t—m)?
- / e dt
oV 2T

— 00
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Observatie 6.4.9. Functia f(-;m, o) indeplinegte conditiile din
definitia unei densitati de repartitie:
1) f(x;m,0) >0, (V)x € R.

2) _j? f(z;m,o)dx = 1.

Demonstratie. Proprietatea 1) este evidenta. Pentru 2) avem

T T 1 (z—m 2 T 1 z—m 2 no
/f(x;m,a)dx: / e 2 dr = / e (5F) g2 g
oV 2w oV 2T
Pentru calculul integralei I facem schimbarea de variabila
r—m
z =
o
Avem atunci
T—Mm=2 0T =2-0+m si dr=o0-dz,

astfel ca

[ g 1 1
=[] ——-e 2. -dz:—/e2dz:—-\/27r:1.

/ g /2m 4 27 V2

[]

Observatie 6.4.10. In calculul de mai sus am folosit valoarea in-
tegralei improprii a lui Poisson

i e‘é dz = /2

Teorema 6.4.11. Dacd X € N(m, o), atunci
1) M(X) =m.
2) D*(X) = o2.
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Demonstratie. 1)

€ T 7 1 717711,2
M(X)d:f/x-f(x;m,a)dx:/x-a 27r.e e dr =
B / T e () g

o\ 2w

Efectuand aceeasi schimbare de variabila ca mai sus, putem scrie
in continuare

Ooa~z+m 22 1 /oo 22
M(X) = ———e 2. b-dz = — o-z+m)-e 2 dz =
(X) N Ve o ( )
1 T 2 T 2
_ . o-z-€e 2 z -+ m-e 2 dz =
\ 2T / /

1 22 22
=——-|o- | z-e2dz+m- | e 2dz
V2T /

Daca notam cu [y, respectiv I, cele doua integrale dintre paranteze,
atunci

2\ / L2 |00
_[1 = / (—6_%> dZ = —6_7 =
22 22
=—(lime 2 — lim e 2)=0—-0=0,

iar I, este integrala lui Poisson pe care am mentionat-o mai sus, cu

valoarea
_[2 =V 2.

Rezulta ca

M(X):\/%-(J-Oan-\/%):E-m-m:m
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2)
DA(X) “ M[(X — M(X))?] = M[(X —m)?] =
B /(fr —m)® f(z;m,0)dr = /(ff —m) e~ 127 T do =

o 2
_ o[ (B sy
V2T / ( o ) ‘ v

Efectuand aceeasi schimbare de variabila,

T —m
z = ,
o
putem scrie
D¥(X) = =2 / 2. % . od
= — z¢ e codz =
\ 2T
o? 7 < z2> o? ]O 2\
= z-lz-e 7 ) dz= . z (—6_7> dz =
\ 2T V2
o2 22\ |*° T 22
= z —677)‘ —/z/ (—677) dz| =
V2T < -0
0—2 2 |00 7 2 0-2
= |l —z-e 2 + [ e 2dz| = -(O—l—\/27r>:a
V2T —00 \ 2T

—00
Am folosit mai sus faptul ca

22

zZ-e 2

[ee] 2 2
=limz-e2 — lim z:-¢ 2 =0—-0=0.

—0 2Z—00 Z——00

Cu acestea, teorema este demonstrata. O
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Propozitie 6.4.12. Dacd X ~ N(0, 1), atunci pentru orice n € N*
avem My, 1(X) =0 si

Mon(X) = (20 — )11,

2

2n716—%

Demonstratie. Deoarece functia g, : R — R, g,,(z) = x
este impara, rezulta ca

My, 1(X) = \/%_ﬂ /_Oo gn(z)dz = 0.

De asemenea, My(X) = D?(X) = 1, iar pentru n > 2 avem

1 e 2
Moy (X) = —= / 2% dz = (20 — 1) May o(X).

Din relatia de recurenta de mai sus rezulta prin inductie dupa n ca
My, (X) = (2n — 1!, m

Propozitie 6.4.13. Functia caracteristica a unei variabile aleatoare
X ~ N(0,1) este data de

p:R—C, o¢t)=ez.

Demonstratie. Avem

: L[ e s R R e
o(t) = M(e"X) = —/ e T dr = — Z e rdr =
V2w

21 J—oo —o0 52 n!
e it e (_1)nt2n e (_1)nt2n 2
— M, (X) = ———(2n -1 = L =
% n! () % (2n)! (2n —1) % 2nn! ©

Propozitie 6.4.14. Functia caracteristica a unet variabile aleatoare
X ~ N(m,o) este datd de
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Demonstratie. Cum X ~ N(m,o) dacd si numai daca Z =
)i%m ~ N(0,1), obtinem ca

0'2t2

SOX(t) — M(eitX) _ M(eit(UZ—i-m)) _ eith(eitaZ) — Gimt(pz(at) _ eimt— 5

]

Teorema 6.4.15. Daca X ~ N(my,01) 51 Y ~ N(mg,09) sunt
doud wvariabile aleatoare independente, atunci X +Y ~ N(my +

2 2
ma, \/ 07 + 035).

Demonstratie. Functia caracteristica a variabilei aleatoare X +Y
este data de

2,2
oyt it — 02t2

. o'2t2 .
gO(t) = SOX(t) . @Y(t) — ezm1t—1T . ezmzt‘—T _ im +

unde m = my + mg, iar 0 = y/0? + 03. Din teorema de unictate
rezulta acum afirmatia teoremei. ]
Studiul functiei f(z;m, o) - ”Clopotul lui Gauss”
Consideram functia de densitate de repartitie

1 _ (@=m)?

f:R—>[O,+OO), f(x;m,o'): _J\/%.e 202

a) Calculam limitele la —oo §i +oc:

1 (Ifm,)2
lim f(z;m,o)= lim T -
T——00 T——00 (g 27T
1 (avfm)2 1 1
= . llm 6_ 202 — . e—OO — . O — O7
oV2m &—- oV 2w o\ 2T
respectiv
: . 1 _ @=m)?
lim f(z;m,o) = lim ce 207 =

—00 x—00 g/ 27T
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1 (z—m)? 1 1
T =———.0=0.

clime 207 = —— e = .
o\ 21 o\ 2w

g 27"' T— 00
Din cele de mai sus rezulta ca dreapta de ecuatie y = 0 este asimp-

tota orizontala pentru functia f atat la —oo, cat si la 4-o00.

b) In continuare calculam derivatele f/ si f” ale functiei f:

Punctele critice ale functiei f sunt date de
f(x;mo)=0<=z—m=0<=z=m.

Valoarea functiei f in punctul critic x = m este

1 _ (m—m)? 1
e 252 = . ]_ — .
oV 2T oV 2

flmim, o) = ——

Pentru derivata de ordinul doi, avem

/
x—m <wm>2)

f”(x;m,d) = (— —03\/% -e

Pentru a determina punctele de inflexiune, rezolvam ecuatia f” = 0:

_ 2 _ 2
f”(x;m,a)zO@l—MzO@)le@
g g
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2

= r-mi=cl<=r-m=doc<=ar=m=o.

Valorile functiei f in aceste doua puncte sunt

1 _ ('mfuf'm)2 1

- e 202 —=

oV 2T oV 2T ' oy 2me ’

[
INIEY
I

fm—o;m,o) =

respectiv
1 (m+o—m)? 1 1 1
m-+o,m,o) = -e 202 = e = —
# ) oV 2 oV 2T oV 2me
Putem acum forma tabloul de variatie al functiei f:
T | —00 m—ao m m—+ o +00
/ 1 / 1 N 1 N\
‘f 0 - oy 2rme - o271 - o\/2me — 0
1+ + +  + o — - - -
1+ + 0 — - = 0 + +

Pe baza datelor din tabloul de variatie putem trasa acum reprezentarea
graficului functiei f(graficul de mai jos este realizat pentru m = 4
sioc=3)

Observatie 6.4.16. a) Pentru diferite valori ale parametrilor (m, o)
obtinem curbe diferite ale densitatilor de repartitie.

b) Graficul are un unic punct de maxim, (m, #ﬂ), si doua puncte

de inflexiune, <m —0,= 12”) si (m + o, m/;??), aflate la o distanta(pe
orizontala) de 20.

c) Cu cat abaterea o este mai mica, cu atat mai ”ascutit” este
”clopotul”.

d) Graficul este simetric fatd de dreapta x = m.
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Functia de repartitie F'x a unei variabile normale

Prin definitie, functia de repartitie a unei variabile aleatoare con-
tinue care admite densitate de repartitie este data prin

Fy(z) = / F(t)dt.

Astfel, in cazul unei variabile aleatoare X € N(m, o) avem

T

i 1 (t—m)?
Fx(x;m,o) = t;m,o)dt = ce” 202 dt.
x(x;m, o) /f( m, o) / o e

—00

Studiem acum variatia functiei Fx(-;m, o).
Din proprietatile functiilor de repartitie stim ca

lim Fx(x;m,0)=0 si lim Fx(z;m,0)=1.

T——00 r—00

Rezulta ca dreapta y = 0 este asimptota pentru functia Fx catre
—o0, iar dreapta y = 1 este asimptota pentru functia F'x catre oo.

Deoarece

FX(.T;m,O') = /f(t7m70)dta

derivatele de ordinul intai si doi ale functiei Fy sunt:

1 _ (@=m)?
Fiy(z;m,o) = f(x;m, o) = ce” 20
oV 2w
respectiv
— (cvf'm,)2
Fe(z;m,0) = f'(x;m,0) = — T

o3/ 21

Deoarece F(z;m,0) > 0, (V)r € R, rezulta ca Fy este strict
crescatoare pe R.
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De asemenea, cum F¢(xz;m, o) > 0, (V)x < m, iar Fi(z;m,0) <0,
(V) > m, rezulta ca Fx este convexa pe intervalul (—oo,m) si
concava pe intervalul (m, co), avand un punct de inflexiune pentru
x = m. Valoarea functiei F'x in punctul de inflexiune este

1 _z=m)?
Fx(m;m,o) = ce” 22 dx
oV2m

Calculam aceasta integrala, efectuand schimbarea de variabila
r—y=m+(m—z)=2m-—x,

care asociaza fiecarui punct x € R simetricul sau fata de punctul
m. Avem atunci

r=2m—y, der=-—-dy, —oco+r— 400, sim+—m,
astfel ca
e 1 2 e 1 2
@2m=—y—m) (m—y)
Fx(m;m,a):/ -e_ziﬁdy:/ e et dy =
oV 2 oV 2T
+o00 ] ) m | ,
(y—m) (y—m)
= / €7 202 dy = / e 3t dy = 1—Fx(m;m, o).
o\ 2w oV 2T

Rezulta ca 2Fx(m;m, o) = 1, deci valoarea functiei de repartitie in
punctul ei de inflexiune x = m este

1
Fx(m;m,o) = 3"

Putem acum pune in evidenta tabloul de variatie al functiei de
repartitie:

X — O m 0
x| 0 /2 — /5 / ~ /1
Fl+ + + + + + + + +
Rl + + + + 0 — — — —
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Reprezentarea graficului functiei de repartitie Fx(-;m,o?) este
atunci
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Definitie 6.4.17. Daca X € N(0,1), adica X este o variabila
aleatoare care are o repartitie normala standard, cu densitatea
de repartitie

1 22
f(xaovl):\/_2—7_(677 ,x €R,

atunci functia sa de repartitie

not

i 1 &2
O(z) := Fx(z;0,1) = / E.e—idt7

se numeste functia lui Laplace.

Variabile aleatoare normale standardizate. Functia lui Laplace

Propozitie 6.4.18. Dacd X € N(m,o0), atunci Z = =2 ¢
N(0,1).

Demonstratie. Variabila aleatoare Z este standardizata variabilei
X gi are prin urmare media 0 si dispersia 1. Ramane sa aratam ca Z
are o densitate de repartitie corespunzatoare unei variabile normale.
Cu definitia functiei de repartitie avem

X —
FZ(Z):P(Z<Z)=P( Jm<z):P(X<z-0+m):
z-o+m
1 _=m)?
=Fx(z-0+m;m, o) = ce” 20 dt.

oV 2T

Pentru a calcula aceasta integrala, facem schimbarea de variabila

—00

t—m

t— u = ,

g

pentru care

t=u-c4+m, dt=oc-du, —o0+—— —00, giz-0o+mr— 2z,
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astfel incat

z-:o+m 1 , z 1
(t*m) u2
Fy(z) = / ce 202 dt:/ ce” 2 ~odu=
o\ 2T o\ 2T

:/\/%-e_ujdu:/f(u;O,l)duzCD(z),
7

unde ® este functia lui Laplace. Deducem ca Z este o variabila

aleatoare normala, mai mult chiar, deoarece are densitatea de repartitie
f(0,1), rezulta ca Z € N(0,1). O

Propozitie 6.4.19. Functia lui Laplace, adicd functia de repartitie
a unei variabile aleatoare normale standardizate, are proprietatea

O(—2)=1—-P(2) ,(V)zeR.
Observatie 6.4.20. Relatia de mai sus se poate scrie echivalent
O(z)+P(—2)=1 ,(V)z€eR.

Demonstratie.

1 e ro1 e 1.
@(—z)—/m-e2du—/m-e2du—/ \/ﬁ-e’Tdu:

[ 2
=1- —— e 2dv =1—®(2).
/\/27T ()

(Am efectuat schimbarea de variabila u — v = —u pentru calculul
celei de-a doua integrale.) O

Observatie 6.4.21. Fie X € N(m,o0) o variabila aleatoare nor-
mala si a,b € R, a < b. Atunci

b

P(a<X<b):/f(x; m,a)dx:/b

a
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Pentru calculul acestei integrale efectuam schimbarea de variabila

r—m
T 2= ,
o
pentru care
a—m b—m
r=z-0+m, der=o0-dz, ar— , br—
o o
Obtinem
b—m
Pla< X <b) = ce” 2 dz =
V2
b—m a=m

1 z2d 1 sz
- — e 2 dz — — .e 2 dz =
/\/27r /\/271'
:q)(b—m)_q)(a—m) .
o o

Am obtinut astfel formula de calculul a probabilitatii ca variabila
normala X € N(m,o?) sa ia valori in intervalul (a, b):

Pla<X <b)=a(E2) - ¢ (=m)

(2 o

Aceata probabilitate este deci calculata cu ajutorul functiei lui
Laplace de repartitie a unei variabile aleatoare normale standard.

Valorile acestei functii sunt inregistrate in tabele care se uti-
lizeaza astfel pentru determinarea probabilitatilor evenimentelor
legate de o variabila aleatoare normale.

Observatie 6.4.22. Fie a > 0. Atunci

P X —m|<a)=Pm—a<X<m+a)=

o) o (20 8) o) -
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“o(@)-fe(@] 201

Deci

P(|X—m|<a):P(m—a<X<m—|—oz):2-<I><g)—1.
o

In particular, pentru o = 30 obtinem

P(|X—m|<3a:2-®<3—0)—1:2<I>(3)—1.
g

Din tabelele de valori ale functiei lui Laplace avem ca ®(3) =
0,9987, astfel ca

P(|X —m| <30 =2-0,9987 — 1 =0,9974.

Probabilitatea ca o variabila aleatoare normala X € N(m, o) sa se

abata de la medie cu mai mult de 30 este deci foarte mica, anume
1—0,9974 = 0, 0026.

6.4.3 Repartitia log-normala

Definitie 6.4.23. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie log-normala de parametri u si o daca are functia
de densitate de repartitie

0 , daca x <0;

f(w;u,a)z{ L Gna—w?

202 , daca x > 0.
xo\ 2T

Notatie 6.4.24. X ~ LOGN (p,0).

Propozitie 6.4.25. Daci X ~ LOGN (u,0), atunci

M(X) =% | DYX) =Mt — et
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6.4.4 Repartitia Gamma

Definitie 6.4.26. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie Gamma de parametri a si 3, unde «, 8 > 0, daca
are functia de densitate de repartitie

‘ B 0 , daca x < 0;
f(C(],Oé,B)— me_%xa_l ,dacéx>0,

unde I' este functia Gamma a lui Euler, definita prin

«

MNa) = /e‘zxo‘_l dx .

0

Observatie 6.4.27. Pentru functia Gamma au loc proprietatile:
I'a)=(a—DI'(a—=1) , V)a>1;
['(n) = (n—1)! , (V)n € Nx;
L) = V7.
Notatie 6.4.28. X ~ ~v(a, 3). In particular, y(a, 1) 2 y(a).
Propozitie 6.4.29. Dacd X ~ v(a, 3), atunci
M(X)=a-8 , D*X)=a-p.
Propozitie 6.4.30. Daca X ~ v(«), atunci

[(a+n)

M) = ")

=ala+1)...(a+n—-1).
Propozitie 6.4.31. Functia caracteristica a unet variabile aleatoare
X ~ () este data de

p:R—C, o(t)=(1—-1it)".

Teorema 6.4.32. Daci X ~ y(aq) $i Y ~ vy(ag) sunt doud vari-
abile aleatoare independente, atunci X +Y ~ y(a; + az).

Teorema 6.4.33. Dacd X ~ N(m, o), atunci Y = (Xom? v(3)-

202
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6.4.5 Repartitia Beta

Definitie 6.4.34. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie Beta de parametri « si 3, unde «, 8 > 0, daca are
functia de densitate de repartitie

. B 0 , daca x <0 saux >0;
flz;0,8) = —B(é ﬁ)xa_l(l —2)Pt [ dacal0 <z <1,
unde B este functia Beta a lui Euler, definita prin

1

/x 1—x61dx

0

Observatie 6.4.35.

I'(a)I(5)
INa+08)’

Notatie 6.4.36. X ~ BET A(«, [3).

B(a, B) = (V)a, 8 > 0.

Propozitie 6.4.37. Daca X ~ BETA(«, 3), atunci
a-f
(a+pB)Pa+B+1)
Propozitie 6.4.38. Momentele unei variabile aleatoare X ~ BET A(a, [3)
sunt date de
B(a+mn, ()
B(a, B)

Teorema 6.4.39. Dacd X ~ 7( ) 51 Y ~ ~(B) sunt variabile
aleatoare independente, atunci -~ ~ BET A(«, [3).

«

M(X):oz—i-ﬁ

. DAX) =

Mn(X) =

X+Y
Teorema 6.4.40. Daca X1, ..., X, Y1, ..., Y, ~ N(0,0) sunt vari-
abile aleatoare independente, atunci
X2 4.+ X2
X2+ X2 +YP 4+ + Y

~BETA<m ”) .
2 29
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6.4.6 Repartitia exponentiala

Definitie 6.4.41. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie exponentiala de parametru a, unde a > 0, daca
are functia de densitate de repartitie

flzia) = 0 , daca x <0;
) aem® | daca x>0,

Notatie 6.4.42. X ~ EXP(a).
Observatie 6.4.43. X ~ EXP(a) < X ~~(1,1).

Propozitie 6.4.44. Daci X ~ EXP(a), atunci

Figure 6.1: Reprezentarea grafica a unei variabile X ~ EX P(3)
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6.4.7 Repartitia y’(Helmert-Pearson)

Definitie 6.4.45. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie x? cu v grade de libertate si parametru o daca
are functia de densitate de repartitie

f(z) = S S , daca x >0,
22077 (%)

{ 0 , daca x <0;
Notatie 6.4.46. X ~ x2(v,0). In particular, x2(v,1) 2 x2(v).

Observatie 6.4.47. 1) X ~ x*(v) <= X ~ v (%,2).
2) X ~ x*(2v, LQ) — X ~(v).

Propozitie 6.4.48. Momentele unei variabile aleatoare X ~ x*(v, o)
sunt date de

My (X)=v(v+2)...(v+2n—2)0™.
Propozitie 6.4.49. Daci X ~ x*(v), atunci
M(X)=v , D*X)=2v.

Propozitie 6.4.50. Funclia caracteristica a uner variabile aleatoare
X ~ x*(v,0) este datd de

©0:R—C, ot)=(1-2ic%)">.

Propozitie 6.4.51. Daci X ~ x*(v1,0) si Y ~ x*(vo,0) sunt
variabile aleatoare independente, atunci X +Y ~ x*(vy + 1o, 0).
Propozitie 6.4.52. Daca X, Xs,..., X, ~ N(0,0) sunt variabile

aleatoare independente, atunci Y, X2 ~ x*(v).
i=1
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Figure 6.2: Reprezentarea grafici a unor variabile x%(2), x*(3),
X*(4), X*(6), X*(8)
6.4.8 Repartitia Weibull

Definitie 6.4.53. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie Weibull de parametri « si 3, unde «, 5 > 0 daca
are functia de densitate de repartitie

0 , daca z <0;
2\8
a%e*(a) 2P~ dacaz >0,

f(x;a,ﬁ)Z{

In cazul particular § = 2, repartitia aceasta se mai numeste si
repartitie Rayleigh.

Notatie 6.4.54. X ~ WEI(«, [3).
Propozitie 6.4.55. Daci X ~ WEI(«,3), atunci

M(X):af(l—i—%) , D*(X)=da? [r<1+%)—r2(1+%)] :

6.4.9 Repartitia Student

Definitie 6.4.56. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie Student cu n grade de libertate daca are functia
de densitate de repartitie

) = L (?%)( ) o

Notatie 6.4.57. X ~ t(n).

Propozitie 6.4.58. Dacd X ~ t(n), atunci

M(X)=0 , D*X)=
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Propozitie 6.4.59. Daca X si Y sunt doud variabile aleatoare
independente, cu X ~ N(0,1), respectivY ~ x2(n), atunci

X ~t(n).

\/Z
6.4.10 Repartitia Snedecor-Fischer

Definitie 6.4.60. Spunem ca o variabila aleatoare continua X are
o repartitie Snedecor-Fischer cu m si n grade de libertate
daca are functia de densitate de repartitie

m m4+n
2

0 , daca x < 0;
- -x%_l(l—l—%)*T , daca x>0,

Notatie 6.4.61. X ~ F(m,n).
Propozitie 6.4.62. Daca X ~ F(m,n), atunci

2n*(n+m — 2)
m(n —4)(n — 2)2

, D*X) =

Propozitie 6.4.63. Daca X siY sunt variabile aleatoare indepen-
dente, cu X ~ x?(m), respectivY ~ x*(n), atunci

~ F(m,n).

3 <3 I
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6.5 Probleme propuse

Problema 6.1. Cum se explica "norocosul” 7(vezi introducerea)?

Problema 6.2. Dintr-o urna in care se gasesc a bile albe si b bile
negre se extrage o bila la intamplare. Care este probabilitatea ca
bila extrasa sa fie alba? Dar neagra?

Problema 6.3. Se arunca doua zaruri de n ori. Care este proba-
bilitatea P ca dubla 6 — 6 sa apara cel putin o data.

Problema 6.4. Sa se compare probabilitatea de a obtine cel putin
un 6 atunci cand se arunca un zar de patru ori cu probabilitatea de
a obtine cel putin o data dubla 6 — 6 atunci cand se arunca doua
zaruri de 24 de ori.

Observatie. Aceasta problema a constituit punctul de plecare
al teoriei probabilitatilor. Cavalerul de Méré a observat empiric ca
are loc proprietatea P(A) > % > P(B), si , deoarece nu i se parea
logica, i-a cerut o argumentare lui Blaise Pascal, cu care era con-
temporan.

Problema 6.5. Trei tragatori trag simultan asupra unei tinte.
Probabilitatile fiecaruia dintre ei de a nimeri tinta sunt p; = 0, 4,
po = 0,5, respectiv p3 = 0,7. Care este probabilitatea catinta sa
fie nimerita exact o data?

Erovblema 6.6. Sti.ind cad P(A|B) =2, P(A|B) =  si P(B|A) =
<, sa se afle P(A) si P(B).

Problema 6.7. In urma unei experiente, un eveniment A poate
aparea cu o probabilitate de 0, 01.

a) Care este probabilitatea ca efectuind de 10 ori experienta, eveni-
mentul A sa apara de 4 ori?

b) De cate ori ar trebui repetat experimentul pentru ca probabili-
tatea de aparitie cel putin o data a evenimentului A sa fie cel putin
0, 5.
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Problema 6.8. Un jucétor la loto 6/49 marcheaza pe formularul
sau de joc 12 numere. Care este probabilitatea ca (exact) 4 dintre
aceste numere sa fie extrase la jocul de duminica? Cate numere ar
trebui sa marcheze jucatorul pentru a avea cel putin 50% sanse de
a cagtiga premiul cel mare.

Problema 6.9. Se considera experimentul aleator de aruncare a
unui zar. Dacd A reprezinta evenimentul de aparitie a uneia dintre
fetele 1,2, iar B evenimentul de aparitie a uneia dintre fetele 3,4,5,6,
ce fel de evenimente sunt A si B?

Problema 6.10. Doi jucatori joaca sah. Fie A evenimentul ca
primul jucator sa castige, iar B evenimentul ca al doilea jucator sa
cagtige. Partida s-a terminat remiza.

a) S-a realizat vreunul dintre evenimentele A gi B?

b) Sa se scrie evenimentul realizat, cu ajutorul evenimentelor A si

B.

Problema 6.11. Sa se arate ca daca evenimentele A si C' sunt
incompatibile, atunci

A—(B-C)=A-B.

Problema 6.12. Sa se scrie campul de evenimente atagat experientei
aruncarii unei monede.

Problema 6.13. Sa se scrie campul de evenimente atagat experientei
aruncarii unui zar.

Problema 6.14. Sa se arate ca evenimentele A, AN B, AUB
formeaza un sistem complet de evenimente.

Problema 6.15. O claviatura standard a unui pian este formata
din 88 de clape. Determinati probabilitatea ca o pisica sarind la
intamplare pe patru clape(eventual cu repetitie) ale unui pian sa
reproduca primele patru note din Simfonia a V-a a lui Beethoven.

Problema 6.16. Sa se arate ca daca P(B|A) = P(B|A), atunci
evenimentele A si B sunt independente.
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Problema 6.17. Sa se clasifice, in ordinea crescatoare a proba-
bilitatii de aparitie la impartirea dintr-un pachet standard de 52 de
carti de joc bine amestecate, urmatoarele maini de poker:

Mana Descriere Exemplu

Chinta regala 5 carti in suita dintr-o WWMNJMQMKMA S
(Royal flush) aceeagi culoare,
comandate de A

Chinta-culoare 5 carti in suita dintr-o 45650607080

(Straight flush) aceeasi culoare, dar suita

necomandata de A
Careu 4 carti de acelasi rang QMaQVQOQMTO
(Four of a kind)  si o carte oarecare
Ful un triplet si o pereche 18404100 10&
(Full house)
Culoare 5 carti dintr-o aceeasi 506080VJIQAQ
(Flush) culoare, dar nu in suita
Chinta 5 carti in suita, dar 708890100 &
(Straight) nu toate dintr-o

aceeasi culoare
Triplet 3 carti de acelasi rang KOKOK&6H9Q
(Three of a kind) si 2 carti fara potriviri
Doua perechi 2 carti de un acelasi AMADOSO8& 2O
(Two pair) rang si 2 carti de un

acelagi alt rang si o
carte de un alt rang

O pereche 2 carti de un acelasi THOT&R2HO60100
(Two of a kind)  rang i alte 3 carti
fara potriviri

Problema 6.18. Intr-o urna sunt 10 bile, dintre care 6 albe si
4 negre. Se extrag de doua ori cate o bila din urna, fara sa se
repuna bila extrasa inapoi in urna. Fie A evenimentul ca a doua
bila extrasa sa fie alba, iar B evenimentul ca prima bila extrasa sa
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fie neagra. Sa se arate ca evenimentele A si B nu sunt independente.

Problema 6.19. Intr-o anumita pozitie a unei gene pot sa apara
doua alele: C' gi D. Sa presupunem ca genotipurile posibile au
urmatoarele probabilitati:

P(CC)=0,46, P(CD)=0,31, P(DD)=0,23.

Care este probabilitatea ca genotipul sa contina

a) alela C

b) alela D?

Problema 6.20. Se considera un grup format din n persoane. Care
este probabilitatea ca dintre acestea cel putin doua sa aiba aceeasi
data aniversara? Determinati valoarea minima a lui n, pentru care
aceasta probabilitate este de cel putin 0,5.

Problema 6.21. Doua variabile aleatoare discrete independente
X g1 Y au repartitiile

-2 0 2 -1 3
X ( 12 2 ) : Y( 31 )
5 5 5 1 1
Determinati distributiile variabilelor 2X? +1, X +Y, X .Y, Y1,
X- Yy

Problema 6.22. O variabila aleatoare discreta are repartitia

X( ) ) :
7

Sa se afle Fix si sa se calculeze P(—1 < X < 3,5), P(X < 5|X >
_1)7 F(_5)7 F(1274)

o
~= QO
=~ O
~l~= C0

Problema 6.23. Variabila aleatoare X urmeaza o lege normala
N(2,4). Sa se calculeze:

a) P(0 < X <3);

b) P(1X| < 1);

c) P(-1 <X <10 <X <3).
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Problema 6.24. Fie X o variabila aleatoare avand functia de
repartitie
0 , daca z < =2

0,3 , daca —2<x<3
Fr) = 0,7 , daca3 <z <10
1 , daca x > 10.

a) Sa se reprezinte grafic functia F' si sd se determine repartitia

variabilei aleatoare X.
b) Sa se calculeze P(—1,5 < X <10), P(-2 < X < 3), P(X > 3).

Problema 6.25. Sa presupunem ca timpul de agteptare (in minute)
intr-o statie de metrou are functia de repartitie

0 ,dacaxz <0

5 ,daca0<x <1
Flz)=¢ 5 ,dacal <z <2

7 s daca2<ur <4

1 , dacax>4.

a) Sa se reprezinte grafic functia de repartitie.

b) Sa se determine densitatea de repartitie corespunzatoare si sa se
reprezinte grafic.

c¢) Sa se determine probabilitatea ca un calator sa astepte:

¢1) mai mult de 3 minute;

¢2) mai putin de 3 minute;

¢3) intre un minut gi 3 minute;

¢4) mai mult de 3 minute, stiind ca a agteptat mai mult de un
minut;

¢s) mai putin de 3 minute, stiind ca a agteptat mai mult de un
minut;

Problema 6.26. Variabila aleatoare X are repartitia

-1 0 1
X'<0,2 0,3 aQ) '
a) Sa se afle a si repartitiile variabilelor aleatoare 4X + 3, |X|,
X +2X?% X3 — X. Sa se calculeze valorile medii si dispersiile
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variabilelor aleatoare obtinute.

b) Sa se determine functiile de repartitie ale variabilelor aleatoare
X, X2, X 4+ 2X? i s se reprezinte grafic.

c) Sa se calculeze P (X < i X > —1) si P(X? < 1).

Problema 6.27. Sa se determine a, b,c € R, astfel incat functia
F:R—R,

a , daca x <0
Flr)=¢ b-2*> ,daca0<x<1
c , dacaxz > 1,

sa fie functie de repartitie a unei variabile aleatoare X. Sa se afle
functiile de repartitie ale variabilelor aleatoare 2X + 1 si X2.

Problema 6.28. Variabila aleatoare X are repartitia

-1 0 1
X ( 0.2 0,3 0,5 ) |
Sa se calculeze M(X), M(X?), M(2X + 1), M[(X — 0,3)?].

Problema 6.29. Variabila aleatoare X are repartitia

. (2025 2050 2075
‘L 03 02 05

Sa se calculeze D(X).

Problema 6.30. Fie X si Y variabile aleatoare, pentru care M (X) =
—2, M(Y)=4,D*(X)=4,D*(Y) =9, p(X,Y) = —0,5. S se cal-
culeze valoarea medie a variabilei aleatoare Z = 3X?—2XY +Y?2-3.

Problema 6.31. Fie functia f : R — R, definita prin

{\/%7 , daca —2 <2 <2,

0 , In rest.

a) Sa se determine a € R, astfel incat f si fie densitatea de
repartitie a unei variabile aleatoare X si apoi sa se determine functia
de repartitie corespunzatoare.

b) Sa se calculeze P(0 < X < 2).
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Problema 6.32. Fie A si B doua evenimente pentru care P(A) =
T, P(B|A) = § si P(A|B) = 1. Se definesc variabilele aleatoare
X g1 Y astfel: X =1 sau X = 0 dupa cum se realizeaza sau nu
evenimentul A; Y = 1 sau Y = 0 dupa cum se realizeaza sau nu

evenimentul B. Sa se calculeze p(X,Y).

Problema 6.33. Intr-un lot de 1000 de piese se stie ca sunt 2%
piese cu defecte. Se aleg la intamplare 100 de piese pentru a fi
controlate. Sa se afle probabilitatea ca printre piesele controlate,
cel putin 3 sa fie cu defecte.

Problema 6.34. S-a constatat ca probabilitatea de vanzare a unui
anumit produs este constanta, p = 0,7. In ipoteza ca intr-o zi
se pun in vanzare la un magazin 100 de astfel de produse, sa se
calculeze:

a) media si dispersia variabilei aleatoare X care reprezinta numarul
mediu de produse vandute;

b) P(60 < X < 80).

Problema 6.35. Intr-o cutie cu 80 de pachete de cafea sunt 4
pachete care nu au gramajul corespunzator. Sa se calculeze proba-
bilitatea ca o persoana care cumpara 4 pachete sa primeasca :

a) toate pachetele cu gramaj necorespunzator;

b) cel putin 2 pachete cu gramaj necorespunzator.

Problema 6.36. Fie X o variabila aleatoare care urmeaza o repartitie
uniforma in intervalul [—1,1]. S& se determine densitatatile de
repartitie ale variabilelor alatoare Y = ¥ si Z = 2X + 1.

Problema 6.37. Sa se arate ca, daca X; si X, sunt variabile
aleatoare independente, cu X; ~ Bin(ny,p) si Xo ~ Bin(ng,p),
atunci X; + Xy ~ Bin(ny + ng, p)

Problema 6.38. Daca (p,)nen este un gir de numere reale din
intervalul [0, 1] cu proprietatea ca

lim n-p, =p,

n—-auo0o
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aratati ca, pentru k € N fixat, are loc

k
)n—k H’ — )

: k. k _ B
Jim Copp(1—pa)" ™" = e
Problema 6.39. Aratati ca dacd X; si X5 sunt variabile aleatoare
independente cu Xy ~ Poi(u) si Xo ~ Poi(us), atunci X + Xy ~

Poi(py + po).
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Capitolul 7

Teoria grafurilor

7.1 Grafuri

Definitie 7.1.1. O pereche G = (X,T'), formata dintr-o multime
nevida X sio aplicatie I' : X — P(X), se numeste graf(orientat).
Elementele multimii X se numesc varfurile grafului G. O pereche
de varfuri (z,y) cu proprietatea ca y € I'(z) se numegte arc al
grafului G. Vom nota cu A multimea arcelor grafului G. Daca
a = (z,y) € A, varful x se numesgte originea sau varful initial
al arcului a, iar y este tinta sau varful final al arcului a. Un arc
(xz,z) € A pentru care originea gi tinta coincid se numegte bucla in
varful z. Daca a = (z,y) € A este un arc cu originea z i tinta v,
spunem ca arcul a este incident exterior varfului x, respectiv
este incident interior varfului y.

Observatie 7.1.2. Pentru un varf z € X al unui graf G = (X, I)
cu multimea arcelor A, notam

(@) =T(x), T (x)={yeXlzel(y},
At (z) ={z} xTH(x), A (x)=T"(2) x {z}.
Observatie 7.1.3. Pentru orice varf z € X, 't (z) = I'(z).

197
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Definitie 7.1.4. Pentru un varf x € X, numerele d*(z) = | AT ()|
si d”(z) = | A (2)|, respectiv si d(x) = d(x) + d~(z) se numesc
semigradul exterior, semigradul interior, respectiv gradul
(total al) varfului z.

Definitie 7.1.5. Un graf G = (X,T) pentru care multimea X a
varfurilor este finita se numeste graf finit. In intregul capitol vom
considera doar grafuri finite.

Propozitie 7.1.6. Pentru un graf finit G = (X, T") au loc egalitdtile
» dt(z) =) d(x)=|Al.
zeX rzeX

Demonstratie. Deoarece multimea arcelor se poate partitiona in
cele doua moduri

A=JA @)= ] A (@),

zeX zeX
avem ca
A= A (@) =) A ()],
rzeX zeX
de unde rezulta egalitatile enuntate. O

Definitie 7.1.7. Fie x,y € X doua varfuri oarecare fixate ale unui
graf G = (X,T"). Un gir ordonat d = (z = xg,21,...,2, = y) de
varfuri cu proprietatea ca (z;, z;41) € A, (V)i = 0,n — 1 se numeste
drum de la varful x la varful y. x se numeste varful initial al
drumului d, iar y este varful final al lui d. Numarul n de arce
din care este compus drumul d se numeste lungimea drumului d,
notata [(d).

Un drum d se numegte drum simplu daca (z;, xi+1) # (2}, Tj41),
(V)0 <i < j <n—1. Un drum simplu care contine toate arcele
grafului se numeste drum eulerian.

Un drum se numeste drum elementar daca z; # z;, (V)0 <i <
j < n. Un drum elementar care contine toate varfurile grafului se
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numeste drum hamiltonian.
Vom nota cu D(G) multimea drumurilor din graful G, respectiv
cu D*(G), De(G), D(G), Dy(G) si D,(G) mulgimile drumurilor
simple, a celor euleriene, a celor elementare, a celor hamiltoniene,
respectiv a celor de lungime n.

Observatie 7.1.8. Lungimea unui drum eulerian dg intr-un graf
G = (X,I') este egald cu numarul arcelor din acel graf. Astfel,
Dp(G) = D*(G) N D14 (G).

Lungimea unui drum hamiltonian dy intr-un graf G = (X, I") este
l(dg) = |X| — 1. Prin urmare Dy (G) = D¢(G) N D,_1(G).

Definitie 7.1.9. Un drum ¢ = (z = zg,x1,...,%, = &) cu propri-
etatea ca varful final coincide cu cel initial se numeste circuit. Un
circuit care este drum simplu se numeste circuit simplu. Un cir-
cuit simplu care contine toate arcele grafului se numeste circuit eu-
lerian. Un circuit cu proprietatea ca z; # x;, (V)0 <i<j<n-—1
se numeste circuit elementar. Un circuit elementar care contine
toate varfurile grafului se numeste circuit hamiltonian.

Definitie 7.1.10. Fie G = (X,I') un graf i z,y € X doua varfuri
ale sale. Daca exista un drum d = (z = z¢,x1,...,2, = y) avand
varful initial x si varful fina y, spunem ca varful x precede varful
y in graful G. Notam in acest caz x < y.

Propozitie 7.1.11. Rela{ia < este o relatie tranzitivd.

Corolar 7.1.12. Relatia ~ definitd pe X prin
rrRYyYy<—cr=yvVr<yVy<x

este o relatie de echivalentd pe X.

Definitie 7.1.13. Relatia ~ se numegte relatia de conexitate
tare pe graful GG. Clasa de echivalenta a unui varf x,

K, =[rlx={yc X|z~y}

se numeste componenta tare conexa a varfului x. Daca exista
un varf z € X, astfel incat [z]» = X, spunem ca graful G este
tare conex.
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Propozitie 7.1.14. Dacd un graf G contine un circuit hamilto-
nian, atunci G este tare conex.

Definitie 7.1.15. Un graf G = (X, I') cu proprietatea ca
(z,y) e A= (y,x) € A
se numegte graf simetric.

Propozitie 7.1.16. Daci G = (X,I) este un graf oarecare, graful
G = (X,I'), unde

T(z)=TH2)uT (z) ,(V)reX,
este un graf simetric.

Definitie 7.1.17. Fie G = (X,I') un graf simetric. Pentru doua
varfuri z,y € X cu proprietatea ca (z,y) € A(deci si (y,z) € A),

notam
[z, 9] = {(z,y), (y,2)}.

Perechea neordonata [x,y| se numegte atunci muchie intre x si
y, si notam cu M = {[z,y]| (z,), (v, z) € A} multimea muchiilor.
Perechea (X, M) se numesgte graf neorientat. Doua varfuri =,y €
X intre care exista o muchie se numesc varfuri adiacente. Pentru
r € X, multimea

M, = {y|[z,y] € M}

se numeste multimea de adiacenta a varfului z. Numarul
d(z) = |M,]| se numeste gradul varfului z.

Propozitie 7.1.18. Daca (X, M) este un graf neorientat fard bu-
cle, atunci

> 6(x) =2/M|.

zeX
Definitie 7.1.19. Daca z,y € X sunt doua varfuri oarecare fix-
ate, un sir [ = [z = xo,21,...,2, = y], avand proprietatea ca
[, xi1] € M, (V)i = 0,n — 1, se numegte lant intre varfurile z
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si y, iar x si y se numesc extremitatile lantului /. Numarul n se
numeste lungimea lantului /.

Un lant pentru care toate muchiile sunt diferite se numeste lant
simplu. Un lant simplu care contine toate muchiile grafului se
numeste lant eulerian.

Un lant, ale carui varfuri sunt toate distincte se numeste lant, ele-
mentar. Un lant elementar care contine toate varfurile grafului se
numeste lant hamiltonian.

Un lant ¢ = [z = zg, 21, ...,2, = x| se numeste ciclu. Un ciclu
care este lant, simplu, respectiv eulerian se numeste ciclu simplu,
respectiv ciclu eulerian. Un ciclu pentru care singurele varfuri
care coincid sunt extremitatile se numeste ciclu elementar. Un
ciclu elemntar care contine toate varfurile se numeste ciclu hamil-
tonian.

Definitie 7.1.20. Un graf neorientat G = (X, M) pentru care
exista un ciclu hamiltonian, se numeste graf hamiltonian. Un
graf neorientat pentru care exista un ciclu eulerian, se numeste
graf eulerian.

Definitie 7.1.21. Fie G = (X, M) un graf neorientat si z,y € X
doua varfuri ale sale. Spunem ca = este conex cu y daca x =y
sau exista un lant [x = xg, z1,..., 7, = y] cu extremitatile x si y.
Notam z ~ y daca varfurile x si y sunt conexe.

Propozitie 7.1.22. Relatia de conexiune ~ definita pe multimea
X a varfurilor unui graf este o relatie de echivalenta.

Definitie 7.1.23. Fie x € X un varf al grafului neorientat G =
(X, M). Clasa sa de echivalenta in raport cu relatie de conexiune

Cp = [2] ={y € X[z ~y}

se numeste componenta conexa a varfului x. Un graf neorientat
G cu proprietatea ca [x]. pentru un x € X se numeste graf conex.

Propozitie 7.1.24. Dacd un graf neorientat G = (X, M) este
admite un ciclu hamiltonian, atunci graful G este conex.
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Propozitie 7.1.25. Conditia necesard si suficientd ca un graf ne-
orientat G = (X, M) sd fie eulerian este ca G sd fie conez, iar
d(z) sa fie numar par pentru orice x € X. Conditia necesard §i
suficientd ca un graf neorientat sa contind un lant eulerian este ca
G sa fie conex i fie toate gradele §(x), x € X, sd fie numere pare,
fie sd ewiste exact doud varfuri x sty avand gradele impare, iar
toate celelalte varfuri sa aibd gradele pare.

Propozitie 7.1.26. O conditie necesard ca un graf orientat G fara
varfuri izolate sa admitd un circuit eulerian este ca graful neorientat
asociat sd fie conex, iar semigradul exterior si cel interior al fiecdrui
varf sa coincida:

dt(z)=d (z) , (VMzeX.

Dacd in graful G exista un drum eulerian, iar G nu are varfuri
1zolate, atunci graful neorientat asociat este conex, si fie

d"(z)=d (z) ,(V)zeX,
fie exista doud varfuri o, x, € X astfel incat
dt(z) =d (z) , (V)z € X \{za, 20},
dt(zo) =d (zs) +1,d"(z,) =d (z,) — 1.

In acest ultim caz, orice drum eulerian in graful G are varful initial
To 1 varful final x,.

7.1.1 Matrice asociate unui graf

Definitie 7.1.27. Fie G = (X,I') un graf orientat finit, avand
multimea varfurilor X = {1, x9,...,2,} si multimea arcelor A.
Matricea de adiacenta asociata grafului G este matricea M 4 €
M ({0,1}) avand elementele

o 1 ,(ZEZ',ZE]‘)GA
TETL0 L (wa) A
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Observatie 7.1.28. Matricea de adiacenta indica existenta unui
arc, sau, echivalent, a unui drum de lungime 1 de la varful z; la
varful z;.

Propozitie 7.1.29. Daca M,q = (m;;) este matricea de adiacentd
a unwi graf G, semigradele unui varf sunt date de egalitdtile

Propozitie 7.1.30. Puterea a k—a a matricei de adiacentd a unui
graf G, MF, = (mz(f)) indica numdarul drumurilor de lungime k
existente tn graful dat. Astfel, elementul mgf) este egal cu numdarul
de drumuri cu varful initial x; si varful final ;.

Definitie 7.1.31. Inmultirea si adunarea booleana sunt operatiile
binare @ si @ definite pe {0,1} prin a & b = max(a,b), respectiv
a®b=min(a,b).

Observatie 7.1.32. Pentru orice a,b € {0,1} au loc egalitatile

a®b=a+b—ab
a®b=ab.

Operatiile boolene se pot extinde la matrice cu elemente din multimea
{0,1}.

Propozitie 7.1.33. Puterea booleand a k—a a matricei de adiacentd
a unui graf G, (M?)* = (mf]k) indica existenta drumurilor de
lungime k in graful G: mf]k = 1 daca g1 numai daca exista un
drum cu varful initial z; si varful final x;.

Corolar 7.1.34. Fie M,4 matricea de adiacenta a unui graf G cu
n varfuri, iar M = I, ® M,y. Puterea booleand a k—a (Mb)k =

(mij®) a matricei M indicd existenta drumurilor de lungime cel

mult k din graful G: m;7®) = 1 dacd si numai dacd existda un drum
de lungime cel mult k cu varful initial x; si varful final x;.
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Observatie 7.1.35. Daca G este un graf cu n varfuri, iar de la
varful z; exista un drum catre varful z;, atunci exista un asemeneca
drum de lungime cel mult n — 1. Prin urmare, are loc urmatoarea
relatie

x; = Tj <= mghl) =1.

De asemenea, daca exista k > 1 cu proprietatea ca (Mb)k = (Mb)k“,
atunci (Mb)”_1 = (Mb)k Matricea (Mb)"‘1 se numeste matricea
precedentelor(nestricte) sau matricea inchiderii tranzitive.

Propozitie 7.1.36. Cu notatiile de mai sus, dacad M= (@) este
matricea cu elementele

(n-1)
Ji )

— n—1
m;; = mgj 'om
atunci doud varfurt x; $i x; fac parte din aceeasi componentda tare

conexd dacd st numai dacd m;; = 1.

Observatie 7.1.37. Algoritmul lui Foulkes este un algoritm
pentru determinarea componentelor tare conexe ale unui graf ori-
entat bazat pe propozitia precedenta. El consta din urmatoarele
etape:

1) se construieste matricea M;

2) se calculeaza puterile boolene (Mb)k;

3) pana cand (3M')F = (M)
4) se construiegte matricea M;
5) se identifici componentele tare conexe folosind propozitia prece-

denta.

Corolar 7.1.38. Un graf G este tare conex dacd si numai dacd

(M) = M = (1).

Propozitie 7.1.39. O conditie necesard ca intr-un graf sa existe
un circuit hamiltonian este ca graful sa fie tare conex. O conditie
necesard ca intr-un graf sa existe drumurt hamiltoniene este ca in
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graful respectiv componentele tare conexe sa formeze un lant ordo-
nat
KixKy=s...x Ky,

cu proprietatea cd pentru orice 1 <1 < 5 < k §i orice x € K;,y €
K; are loc relatia x < y.

Definitie 7.1.40. Matricea latind L asociata unui graf G =
(X,TI') este matricea L = (l;;) ale carei elemente sunt multimile

Lo 0 =gV (r,x) A
Y (@) i £ TN (w0, p) €A

Matricea latina redusa este matricea L* = (I;;) cu

v T ,i;’éj/\(l‘i,fL’j)GA.

Puterile latine ale matricei latine L sunt matricele L* = (};)
ale caror elemente sunt multimile de drumuri lfj definite prin operatia
de inmultire latina data de juxtapunerea drumurilor si eliminarea
drumurilor care nu sunt elementare:

k

lffl = {(wi = wig, T4y, ., @iy, iy, = x5)| (2,24, .., 25,) € I

Lj 7é xip7p:()7_k7 (l‘l‘k,l’j) € A}

Propozitie 7.1.41. Elementele multimii lfj sunt toate drumurile
elementare care au varful initial x; si varful final x;.

Corolar 7.1.42. Graful G confine drumuri hamiltoniene dacd i
numai dacd L™ # (D). In acest caz drumurile hamiltoniene cu
varful initial x; si varful final x; sunt elementele multimii l?j_l.

Definitie 7.1.43. Un graf G = (X,I") pentru care este definita o
functie v : A — R se numeste graf valorizat. Daca (z;,z;) € A
este un arc, notam v;; = v(x;, ;). Dacad = (zo, 21,22 ..., Tn_1, Tp)
este un drum in graful GG, valoarea drumului d este

v(d) = v(xo, x1)+v(21, T2)+. . . AV(Tpo1, Tp) = Vor+v12F. . AV p.
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Observatie 7.1.44. O problema studiata adesea in legatura cu
grafurile valorizate este cea a determinarii drumurilor de valoare
optima(minima sau maxima) intre doua varfuri, adica a drumurilor
d intre un varf x; si un varf  cu proprietatea ca pentru orice drum
d' dela x; la z; are loc inegalitatea

v(d) < o(d) (optim = min), resp. v(d) > v(d") (optim = max).

Propozitie 7.1.45. Un drum de valoare optima intre doud puncte
se compune din drumuri parfiale de valoare optima.

Demonstratie. Fied = (2, 21,...,2,...,2;,...,2,) un drum de
valoare minima(cazul optim=maxim se discutd analog, schimband
sensurile inegalitatilor) de la varful xy la varful z,,. Atunci

v(d) = v(xo, ..., ;) Fo(mg, ... z) Fo(xg, ..., 2,).

Daca d” este un drum oarecare intre varfurile x; si x;, atunci
drumul d’ obtinut prin concatenarea drumurilor (x,...,x;), d” si
(xj,...,x,) este un drum de la zy la x,, astfel ca v(d') > v(d).
Rezulta ca v(d") > v(xz;,...,x;) si prin urmare drumul partial de
la z; la z; continut in drumul de la ¢ la z,, este un drum de valoare
minima intre z; si x;. O

Observatie 7.1.46. Diferitii algoritmi utilizati pentru determinarea
drumurilor de valoare optima se bazeaza pe proprietatea data in
propozitia precedenta.

Observatie 7.1.47. Daca graful valorizat G are circuite, prob-
lema determinarii drumurilor de valoare optiméa nu are intotdeauna
solutii. Din acest motiv vom studia aceasta problema doar pentru
grafuri fara circuite.

Exemplu 7.1.48. Algoritmul lui Ford permite determinarea tu-
turor drumurilor de valoare optima avand un anumit varf initial
fixat x,. Etapele algoritmului sunt:



Teoria grafurilor 207

1) se asociaza fiecarui varf z; al grafului un marcaj initial A} in
modul urmator

2 =0, N =

(2

{ +00  optim = min (V)i # .

—00  optim = max,
2) se verifica daca marcajele A} verifica conditia de optimalitate

A< Nty (V) (@, 25) € A optim = min
Ao > Nty (V) (@, 25) € A optim = max

3) daca marcajele A¥ nu verifici conditia de optimalitate, se deter-
min& marcaje noi A\F

)\;‘?*1 = optim{\F + vij| (75, 25) € A}

Etapele 2 si 3 se repeta pana cand marcajele obtinute verifica
conditia de optimalitate.

Daca marcajele optime sunt \;, in caz ca \; € R acesta reprezinta
valoarea unui drum de valoare optima de la z, la z;. Daca \; €
{#£o0}, atunci nu exista drumuri de la x, la z;.

4) Drumurile optime se identifica in modul urméator: Arcele
(i, ;) € A care fac parte din drumuri de valoare optima sunt
exact cele pentru care

>\j:)\i+vij-

Exemplu 7.1.49. Algoritmul Belman-Kalaba permite deter-
minarea drumurilor de valoare optima avand un anumit varf final
z,. Etapele algoritmului sunt:

1) se construieste matricea valorilor W = (w;;) cu elementele

0 1=7

Vij 1 7é j, (Ii, l’j) ceA

+oo i # 7, (x;,x5) € A, optim = min
—00 i # j, (v, ;) & A, optim = max

wij =

si matricea coloand Y cu elementele

B 0o | +oo optim = min .
Yo =0, Yi _{ —o00  optim = max , (V)i # w.
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2) Fiind data matricea coloana Y* se calculeaza Y**! cu elementele:

yitt = optim{w;; +y¥| j = T,n} .
Etapa 2 se repetd pana cand Y™ = Y™  Elementele matricei
coloana Y™ reprezinta in acest caz valorile drumurilor optime.
3) Arcele (x;, z;) care fac parte din drumurile de valoare optima
catre varful z, sunt cele care verifica egalitatea

Y =wiy + Yt



Teoria grafurilor 209

7.2 Probleme propuse

Problema 7.1. Sd se determine componentele tare coneze ale gra-
fuluvi G = (X, 1), avand multimea varfurilor

X = {w1, 79,73, 14, 75, 6, 77, T8}
st multimea arcelor

A = {(‘1'17 513'2), (l’l, .%3), (‘Tla 513'5), (1'2, $5), (‘I27 xG)? (x27 :C?)v (1'3, xl)a
(133, IZ)? <I37 x4>7 (.733, ‘r7)7 <I47 fL’l), (1347 I2)7 <I47 fL’5>, (1;47 I6)7 <I57 xﬁ)?
(I57 ZL'7), <x67 .137), (I67 xS)? (l’g, I5)7 (x87 xﬁ); <$87 I7)}
Problema 7.2. Determinati drumurile hamiltoniene din graful G =
()X, T') din problema precedenta.

Problema 7.3. Determinati matricea de adiacenta, cea booleana
si cea latina ale grafului G = (X, I") din prima problema.

Problema 7.4. Fie graful G = (X,I') cu multimea varfurilor
X = {x1, 29, 23,4, x5} si functia T' cu imaginile I'(z1) = {x9, x5},

[(z2) = {ws}, Tws) = {xs}, D(wa) = {z1, 23,25}, Tws) = {3}
Determinati semigradele exterioare gi interioare ale varfurilor si
gradele totale ale acestora.

Problema 7.5. Studiati existenta drumurilor euleriene si hamil-
toniene 1n graful din problema precedenta.

Problema 7.6. Fie graful GG reprezentat in figura de mai jos
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Determinati cu ajutorul puterilor matricei boolene toate dru-
murile de lungime cel mult 4.

Problema 7.7. Fie G = (X,I') graful determinat de multimea
varfurilor
X = {I'(),$1,$2,.’E3,$4,$5,I6,I’7,$8}

si multimea arcelor

A = {(wo, 1), (0, 22), (X0, ¥3), (21, 22), (21, 75), (21, T6),
(x27 £E4), (va 1'5), (x?n x2)7 (1'3, 56'4), (5647 $5)7 (1'4, 56'7), (“T47 568)7
(135, $6), (I5, LL’7), (SL’G, $7), (LU6, $8), (SL’7, .Ig)}

Graful G este valorizat prin functia v data de valorile

Vo1 =3, Vo2 = 7, Vo3 =4, V12 =4, v15 =7, V16 = 11, v9y = 1,
Vs = D, Ugp = O, U34 = D, Uss = 4, Va7 = 9, vag = 14, v56 = 4,
vs7 = 6, Vg7 = 2, Veg = T, U7z = 3.

a) Determinati toate drumurile de valoare minima cu varful initial
Zo-
b) Determinati toate drumurile de valoare minima cu varful final
xs.
c¢) Rezolvati problemele a) gi b) pentru drumuri de valoare maxima.
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